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VORWORT. 



Indem sich das vorliegende Buch als Erweiterung und wesent- 
liche Umarbeitung meiner im Jahre 1866 erscliienenen „Festigkeits- 
lehre mit besonderer Rücksicht auf die Bedürfnisse des Maschineu- 
haues" ankündigt, hahe ich hier die getroffenen Äenderungen und 
ihre Gründe im Allgemeinen anzudeuten. 

Vor Allem sind mehrfach geäussertem Wunsche entsprechend 
die mathematischen Entwickelungen weiter ausgeführt worden , so 
dass dadurch das Buch auch zum Selbststudium geeigneter geworden 
ist^ und Lesern, die in den Elementen der_ höheren Analysis be- 
wandert sind, erhebhche Schwierigkeiten femer kaum darbieten wird. 
Die knappe Form der früheren, vorwiegend als ein durch Vorträge 
näher zu erläuternder Leitfaden verfassten Auflage blieb übrigens 
insoweit erhalten, wie es mit jener gleichzeitigen Rücksichtnahme auf 
erleichtertes Selbststudium verträglich erschien. 

Eine wesentliche Aenderung hat die Anordnung ies Li- 
haltes erfahren , die ich selbst in der früheren Auflage als mehr 
durch die damaligen Bedürfnisse meines Unterrichtes am hiesigen 
Polytechnikum , wie als sachlich begründet hervorgehoben hatte. 
Nicht nur ist die allgemeine Theorie der Elasticitat vorangestellt, 
sondern auch im Uebrigen die Eintheilung consequenter durch- 
geführt worden: in erster Reihe mit Bezug auf die Körperform, in 
zweiter mit Bezug auf die Art der Inanspruchnahme (Stützung und 
Belastung). 

Wenn auch die Entwickelung der allgemeinen Gesetze an ver- 
schiedenen Stellen nicht unerheblich ergänzt und, wie ich glaube, 
verbessert wurde, so ist es doch namentlich die Vermehrung der 
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Beispiele, mit Bezug worauf das Buch als erweiterte Auflage 
bezeichnet werden durfte. Dass dadurch und durch die grössere 
Ausführlichkeit der Entwickelungen sein Umiang nicht in noch 
höherem Grade zugenommen hat, ist der Beseitigung mehrerer solcher 
Paragraphen der früheren Auflage zuzuschreiben, die von geringerem 
Werthe oder als durch die veränderte Anordnung überflüssig ge- 
worden erschienen, wie namentlich das Meiste der früheren ausführ- 
lichen Einleitung. 

Ebenso wie der ganze Inhalt des Buches nach wie vor die 
Bedürfnisse der technischen Praxis im Auge hat, ist insbesondere 
auch die Auswahl der als Beispiele behandelten besonderen Probleme 
insoweit mit Bezug auf die Anwendungen in der Technik getroffen, 
wie es mit Rücksicht darauf tbunlich schien , dass sie in erster 
Reihe die allgemeinen Gesetze und ihre Benutzung unter möglichst 
verschiedenartigen Unaständen in lehrreicher Weise erläutern sollen. 
Die weitere Ausführung solcher Anwendungen in besonderen Dis- 
ciplinen , wie Maschinenbau , Brückenhau u. a, w. entbehrlich zu 
machen, beansprucht indessen das Buch nach wie vor nicht, und 
will es vielmehr nur die wissenschaftliche Grundlage dazu bieten, 
weshalb ich auch geglaubt habe , der Angabe von Constructions- 
regeln mit empirischen Coefficienten noch mehr mich enthalten zu 
sollen, als es in der ersten Auflage geschehen war, zumal der- 
gleichen in allgemein verbreiteten Taschenbüchern enthalten sind 
und ausserdem einer vielfacb abweichenden, mit den Umständen ver- 
änderlichen und mehr auf praktischer Erfahrung, als theoretischer 
Motivirung beruhenden Uebung unterliegen. Seibat die Wiederholung 
der in allen bezüglichen Tahellenwerken und Kegelsammlungen zu 
findenden Mittelwerthe von Elasticitäts- und Festigkeits-Constanten 
der vorzugsweise gebräuchlichen Conatmctionsmaterialien wurde aus 
gleichem Gründe für überflüssig erachtet mit Bezug auf den 
Charakter des Buches, den die Bezeichnung als „Theorie der 
Elasticität und Festigkeit" bestimmter und zutreffender ausdrücken 
soll, als der frühere Titel. 

Ob es gelungen ist , den Inhalt mit Bücksicht sowohl auf die 
Anforderungen wissenschaftlicher Strenge wie des praktischen Bedürf- 
nisses angemeesen zu begrenzen, wird je nach dem Standpunkte eine 
verscluedene Beurtheilung erfahren. Wenn indessen die letztere 
Rücksicht in den Vordergrund gestellt wird, können ohne wesent- 
liche Schädigung des Verständnisses manche Entwickelungen über- 
gangen werden, wie z. B, die allgemeinere Darstellung der Be- 
ziehungen zwischen dem Spannungs- und Deformationszustande in 
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einem Körperpunkte (Nr. 14—20), die allgemeine Unterauchung des 
Spanntings- und Deformationszuatandes eines belasteten prismatischen 
Stabes (Nr. 142 — 165) und Anderes. Bei der Benutzung des 
Buches als Leitfaden zu Vorlesungen wird eine derartige Beschränkung 
und besonders auch Auswahl unter den als Beispiele behandelten 
speciellen Problemen schon mit Rücksicht auf die verwendbare Zeit 
sich nöthig erweisen und leicht zu treffen sein , wie sie auch von 
mir geübt wird. — 

Carlarnfae, im Juli 1878. . 

F. Urashof. 
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te 21, Gl. (33) soll esheisae«: n^ + Csj — e,), Vi = '^{^i—^^l'Yi = ±-K«\~^d- 
27, Zeile 2 von outen: „den Gleichungen" statt „der Gleichung". 
41, „ 6 „ oben ist die Einschaltung-, (und zwar als solche allein nicht 

;= Null) zu strpiehen. 
Ö8, „ 8 „ , „ (m — 1)' statt (iiD-i)» 
100, „ 18 „ unten: rf„ rf,, rf, . . . statt if, J„ tt. . . . ' * 



110, 



10 



oben soll es heissen: 
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EINLEITUNG. 



Elasticität Iteisst die jedem Körper zukommende Eigenschaflt, 
unter der Einwirkung äusserer Kräfle im Zustande der Ruhe eine 
Deformation (Aenderung seiner Form, d. h. im Allgemeinen seines 
Volumens und seiner Gestalt) zu erleiden, welclie von der BeschafTenheit 
(Art und Aggregatzustand) des Körpers und von den äusseren Kräften 
in bestimmter Weise abhängig ist und bei dem Aufhören der Einwirkung 
dieser letzteren um so vollständiger wieder verschwindet, je kleiner sie 
war. Wenn die Einwirkung der Kräfte plötzlich beginnt und aufhört, 
oder wenn auch nur ihre Grössen nicht sehr allmählich eich ändern , so 
geräth der Körper in Schwingungen, einer periodischen Folge wechselnder 
Deformationszustände entsprechend, die nur nach und nach in Folge 
äusserer und innerer Widerstände an Grösse (Amplitude) abnehmen und 
den Körper in den Zustand relativer Buhe übergehen lassen. Die 
statische Elasticitätslehre setzt diesen Ruhezustand als eingetreten 
voraus und lehrt die Beziehungen , welche dabei zwischen den äusseren 
Kräften , der Deformation des Körpers und den Elasticitäts-Con- 
s tauten stattfinden, wodurch die ursprüngliche, d. h. die Beschaffenheit 
des Körpers vor seiner Deformation charakterisirt wird. Bei flüssigen 
Körpern (vollkommenen Flüssigkeiten) kommt die Deformation nur als 
Aenderung des Tolumens in Betracht, bei festen Körpern, wie sie 
im Folgenden immer vorausgesetzt werden, begreift sie aber wesentlich 
auch eine Aenderung der Gestalt in sich. 

Der Deformationszustand eines Körpers in einem 
gewissen Punkte ist bestimmt durch die Deformation eines diesen 
Punkt enthaltenden unendlich kleinen Körperelementes, letzteres verstanden 
als Inbegriff eines bestimmten unendlich kleinen Theils der materiellen 
Substanz des Körpers. Bei einer gewissen Deformation des Körpers im 
Ganzen ist der Defonnationszustand in seinen verschiedenen Funkten im 
Allgemeinen verschieden. Davon , ob er in einzelnen Punkten gewisse 
Grenzen überschreitet , ist es als abhängig zu betrachten , ob die Defor- 
mation des Körpers im Ganzen sich zu einem grösseren oder kleinereu 
Theil als bleibend erweist, wenn die äusseren Kräfte zu wirken aufhören, 
indem der Deformaüonszustand in einem Körperpunkte als bedingt zu be- 
trachten ist durch eine gewisse Aenderung der Gruppining der kleinsten 
gleichartigen mÄteriellea Theilchen (Moleküle) des Körpers au der be- 
treffenden Stelle, solche Gruppirungsänderung aber, je beträchtlicher sie 
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ist, eine deato mehr veränderte bleibende Gruppirnng, eine desto mehr 
veränderte neue relative Gleichgewichtslage der Moleküle in dem 'von 
äusseren Kräften nicht mehr angegrilTenen Körper zur Folge bat. Bei 
fortgesetzter Steigerung des Deformation szuatandes in einem gewissen 
Punkte ist endlich überhaupt keine relative Gleichgewichtslage der Moleküle 
mehr möglich ; dann ündet eine Trennung der Körpertheile an der be- 
treffenden Stelle, ein Auseinanderrücken von Molekülen aus nomessbar 
kleiner in messbare Entfemnng statt: die Festigkeit des Körpers wird 
überwunden.' 

Bei den als Glieder von Bau- und Maschinen- Congtructionen technisch 
angewendeten Körpern ist im Allgemeinen zu verlangen , dass ihr Defor- 
mationszustand in jedem Punkte nicht nur unterhalb der Grrenze bleibe, 
bei der die Festigkeit überwunden wird, eondem auch unterhalb einer 
solchen Grenze, womit eine bleibende Deformation des Körpers von 
merklicher Grösse verbunden wäre. Die Aufgabe der technischen Elastidtät»- 
und Festigkeitslehre besteht demnach nicht nur in der Entwickelung des 
Zusammenhanges zwischen der Deformation und der Belastung, d. i. 
der Inanspruchnahme durch äussere Kräfte, eines Körpers von gegebenem 
Material bei gewisser Gestalt und Grösse, sondern insbesondere auch 
darin, gewisse Dimensionen oder belastende Kräfte unter 
übrigens gegebenen Umständen so zu bestimmen, dass 
der Deformationszustand in keinem Punkte eine ge- 
wisse erfahrnngsmäasigals höchstens zulässig erachtete 
Grenze überachreite. 

Streng genommen ist auch, abgesehen von schwingenden Bewegungen, 
die Beziehung zwischen Deformation und Belastung eines Körpers nicht 
ganz unabhängig von der Zeit , während welcher die Belastung gedauert 
hat ; je grösser diese Dauer , desto kleiner die Bruchbelastung , d, h. die 
Belastung , bei der die Festigkeit überwunden wird. Noch merklicher, 
als diese sogenannte elastische Nachwirkung, ist aber der Ein- 
flusB vielmaliger Wiederholung von Belastung und Ent- 
lastung, und in noch höherem Grade von abwechselnder Be- 
lastung im einen und anderen Sinne, indem auch mit wachsen- 
der Zahl solcher Wiederholungen die Bruchbelastung abnimmt Uebrigens 
ist die Kenntnis» des Einflusses dieser Umstände, nur im Allgemeinen 
durch eine dauernde Aenderung der Molekulargruppirung und somit der 
Körperbeschaffenbeit erklärlich , noch zu mangelhaft , als dass es möglich 
wäre, die Elasticitäts - und Festigkeitscons tauten als Functionen der die 
betreffenden Umstände charakterisirenden Argumente auszudrücken ; einst- 
weilen wird der fragUcbe Einfluss nur dadurch berücksichtigt, dase die 
Annahme der zulässigen Grenze des Defonnationszustandes in irgend einem 
Punkte, ausser von manchen anderen, auch von den hier in Bede stehen- 
den Umständen mit abhängig gemacht wird nach Kegeln , die mehr in 
das Gebiet der constructiven Anwendungen, als der theoretischen Elasticitäts- 
und Festigkeitslehre fallen. 

Die Lösung der oben bezeichneten Hauptaufgabe der technischen 
Elasticitäts- und Festigkeitslehre verlangt vor Allem die Bestimmung des 
Deformationsznstandes in jedem Punkte eines gegebenen Körpers bei ge- 
gebener Belastung. Dazu ist es nötbig, nicht nur diesen Defonnadoni- 
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durch eine beschränkte Zahl mathematisch definicter Grössen za 
charakterisiren , sondern auch innere Kräfte als HUlfegrössen einzuführen, 
welche, indem sie einerseits durch die äusseren Kräfte bedingt werden 
and andererseits selbst den Deformatkinszustand bedittgen , so auch die 
Beziehung zwischen letzterem und den äussereu Kräften vennitteln. Um 
aber die Methoden der höheren Änalysis anwenden zu können , welche 
die Denkbarkeit der Zerlegung des Körpers in unendlich kleine continuirlich 
an einander grenzende Elemente von gleichartiger Beschaffenheit voraus- 
setzen , sind jene inneren Kräfte nicht als solche in die Betrachtung ein* 
znfiihren, die zwischen den Molekülen gegenseitig wirken, da diese, wenn 
anch unmessbfw klein , doch ihrem Begriff zufolge nicht unendlich klein 
und ansserdero durch Zwischenräume getrennt siad ,' unter Abstraction von 
jener durch andere ErwSgnngen zwar motivirten, liier aber wie überhaupt 
zum Zweck analytischer £ntWickeluDg unbrauchbaren Vorstellung einer 
discontinuirlichen MolekularconstituliDn der Körper , vielmehr auf Grund 
der Vorotellnng einer continuirUchen RaumerfiUlung durch die Materie, 
werden deshalb jene inneren Kräfte als sogenannte innere Flächenkräfte 
in die Betrachtung eingeführt, d. h. als Kräfte, mit denen die unendlich 
kleinen Körperelemente an ihren Berühmugsflächen gegenseitig auf einander 
wirken, und zwar, insoweit ^e hier allein in Betracht kommen, insoweit 
sie nämlich den Deformationszustaiid bedingen, als sogenannte Span- 
nungen. 

Diese Andeutungen begründen den Gang, der in dem folgenden ersten 
Abschnitte zur Vorbereitung der allgemeinen Lösung des Problems der 
Elasticitätslehre eingeschlagen ist, indem derselbe zunächst vom Spannung»' 
zustande, dann vom Deformatioaszustande in einem Körperpunkte und 
endlich von der Beziehung zwischen beiderlei Zuständen handelt. Wälirend 
die den Spannungszustand betreßenden Gesetze ganz allgemeine Gültigkeit 
haben, die den Deformationszustand betreffenden wenigstens nur durch die | 
zn Grunde liegende, bei den technischen Anwendungen stets genügend [' 
erftitlte Voraussetzung verhältnissmässig sehr kleiner Deformationen aller '^ 
unendlich kleinen Körperelemeute beschränkt sind, hängen die Beziehungen ( 
zwischen dem Spaubungs - und dem Deformationszustande in demselben ' 
Körperpunkte wesentlich von der Beschaffenheit des Körpers, nämlich von' 
den diese Beschaffenheit empirisch oharaklerisirenden Elasticitätscons tauten ab.' 

Gemäss der Vorstellung continuirlicher ßaumerfiillung durch die 
Materie ist anter einem materiellen Punkt des Körpers die Grenze 
einer Fläche zu verstehen, die einen kleiner und kleiner werdenden Tlieil 
der Körpermaterie umschliesst, der Punkt nämlich, in dem solche Fläche 
verschwindet, wenn der von ihr umschlossene Theil der Körpersubstanz 
in die Grenze Null übergeht. Ein materieller Punkt ist ebenso wenig 
eine Grösse wie ein räumlicher Punkt, von dem er sich begrifflich nur 
dadurch unterscheidet , dass er immer in denselben materiellen Körper- 
elementen gelegen ist. Bestimmt wird ein materieller Punkt durch drei 
Coordinaten in Bezug auf ein im Körper dxirtes Goordinatensystem , im 
Allgemeinen nämlich als Schnittpunkt von drei Flächen, die drei Flächen- 
BChaaren angehören , von denen je eine als Coordinatenfläche eine im 
Körper fixirte Lage hat. Wegen der Veränd erbeb keit der Körperform 
kann diese Fixining der Coordinatendachen nur darin bestehen, dass ihnen 
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besümmt« Lagen g^en drei willkürlich zu wählende, nur nicht in gerader 
Linie liegende materielle Punkte des Körpers angewiesen werden. Wenn, 
wie es in der R^el und namentlich im folgenden ersten Abschnitte ge- 
schehen soll, EU Coordiuatenflächen drei Ebenen genommen werden, die 
sich rechtwinklig schneiden in den Azen OS, OY, OZ, so können sie 
bebufs ihrer Fizirung im Körper so angenonunen werden, dass ein mate- 
rieller Funkt desselben, die durch ihn und durch einen zweiten Punkt 
gehende Gerade und endlich die dorch diese Gierade und durch einen 
dritten materiellen Punkt gehende Ebene unveränderliche Lagen gegen dje 
Coordinatenazes haben. In Bezug auf solche drei rechtwinklige Axen 
seien x, y, S die ursprünglichen Coordinaten irgend eines 
äiateriellen Punktes des Körpers , d. h. seine Coordinaten vor' der durch 
die Einwirkang äusserer Kräile verursachten Deformation, durch welche 
vielmehr diese Coordinaten in x-\- ^, y-j-JJ) i'-t'J übergehen mögen. 

Scliliesslich ist zu bemerken , dass der Druck der atmosphärischen 
Luft oder der nahe ebenso grosse Druck eines anderen Mediums , worin 
sich der Körper befindet, sofern er nur gleichförmig an der ganzen Körper- 
oberiläche stattflndet, nicht als Belastung gerechnet, dass also als ur- 
sprünglicher Zustand des Körpers stets deiienige betrachtet 
wird , in dem er sich unter der Einwirkung des gleichmässig an seiner 
ganzen Oberfläche stattfindenden Atmosphärendmcks befindet, weil die 
Elasticitäts- und Festigkeitsconstanten durch Versuche in der Atmosphäre 
als Medium gewonnen sind, ohne etwa nachträglich einer betreffenden 
Correction durch Beduction auf den leeren Raum unterworfen worden 
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Allgemeine Theorie der ElasUclUit. 



A. Der Spannunsnustand In einem Kfirperpunkte. 

1. — Durch den beliebigen Funkt P des Körpers mit den recht- 
winkligen Coordinaten x, y, e gehe eine Fläche F, deren Normale PN 
im Punkte P die Winkel a, ß, f mit den Coordinatenaxeu bildet. Bei 
der Einwirkung von im Gleichgewicht befindlichen äusseren Kräften auf 
den Körper wird dann unter der Spannung p im Punkte P der I 
Fläche F der auf die Flächeneinheit be!^_Qgene Zug^odei^DruckjFer- 
standen, den .äifi "45 die Fla cHe^F beiderseits angrenzenden Körpertheile 
bei P g^enseitig auf einander auBüben ; ihrer Grösse nach wird sie er- - 
halWlTt indem, die '"betrefTende innere Flächenkraft für ein den Funkt P 
enthaltendes unendlich kleines Element AF der Fläche F durch äF dividirt 
wird. Die der Bichtung dieser Spannung p anhaftende Zweideutigkeit 
wird dadurch beseitigt, dass sie als diejenige innere Kraft betrachtet wird, 
die der im Sinne PN gelegene Körpertheil auf den jenseits F liegenden 
pro Flächeneinheit von F ausübt. Die so bestimmte Richtung von p 
bilde mit den Coordinatenaxen die Winkel X, fi, v, mit der Bichtung PN 
den Winkel (f, der auch jeden Wertli zwischen und ft haben kann. 

Die Zerlegung von p nach normaler und tangentialer Bichtung zur 
Fläche F liefert die Componenten 

a=pcos(p und T^psmtp' 
Erstere heisBt die Notmalspannung im Punkte P der Fläche 
F oder auch die Normalspannung im Funkte P nach der 
Richtung PN, sie ist positiv oder negativ, absolut genommen eine 
Spannung im engeren Sinne oder eine Pressung, einem gegenseitigen Zuge 
oder Drucke der durch F geschiedenen Körpertheile entsprechend, je nach- 
dem ip epitz oder stumpf ist. Die andere Componente t heisst die 
Tangential- oder Schubspannung im Punkte P der 
Flache F\ sie ist absolut wie j), kann aber in der Bwühmngaebene 
von F in Componenten nach gewissen Richtungen zerlegt werden , die 
dann positiv oder negativ eind , jenactidem diese Richtungen mit der 
Richtung von v spitze oder stumpfe Winkel bilden. 
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Werden durch den Punkt F insbesondere drei Ebenen 
YPZ ZPX XPY 

parallel den Coordinaten ebenen gelegt, bo seien 

Ih Py Pz 

die Spannungen im Punkte P jener Ebeneu, der Richtung nach betrachtet 
als Kräfte, die von den nach den Richtungen PK, PY, FZ gelegenen 
Eörpertheilen auf die jenseits der bezeichneten Ebenen liegenden Körper- 
theile ausgeübt vrerden ; p^ lässt Bicli zerlegen in eine Normalspan nnng 
ffi und in eme Tangenüalspannung , die wiederum nach den Richtungen 
PY und PZ in die Componenten t,j und t„ zerlegt werden möge, und 
wenn ebenso mit py und 2h verfahren wird , ergeben sich folgende nenn 
SpannungBComponenten 

t den Componenten 0^ 



Ebene YPZ; p^ i 
„ ZPX; py 
„ XPY; i>. 




nach der Richtung PX FT PZ. 

*2> — Diese neun Spannungscomponenten sind mit Rücksicht auf das 

Gleichgewicht der Kräfte an einem den Funkt P enthaltenden Körper- 

ng. 1. elemente durch sechs Gldchungea Terbun- 

den. Denkt man nämlich vom Funkte P 

als Eckpunkt aus ein unendlich kleines 

Parallelepipedum im Körper abgegrenzt 

(Fig. 1), dessen Kanten PA = F'A' = dx, 

PB = P'B' = dy, PC=P'0^d^ 

den Coordinatenazen parallel sind, so sind 

, die Kräfte, mit denen die das Farallel- 

epipedum umgebende KörpermasHe auf die 

Seitenflächen BPC, CPA, APB des- 

^ selben nach deik Richtungen PX, PY, 

PZ wirkt, bei Vemacltlässigung unendlich kleiner Grössen drittw 

Ordnung: 

-'. , BPC; — Oidydz — t^y dy dz — t^ dy dz 
'"' CPA; —Ty^dzdx — Oydsdx — T^-^dzdx 

APB; — t^dxdy — r^ydxdy — Ozdxdy 
nach der Richtung PX PY PZ. 

Die Vorzeichen entsprechen dem Umstände, dass die diese Kräfte 
ausübenden Körperthcile von den betreffenden Flächen aus im Sinne der 
negativen Coordinatenaxen gelegen sind. Bezüglich der Kräfte , die auf 
die Seitenflächen B'P'C, ÖP'A', A'P'B' ausgeübt werden, verhält es 
sich in dieser Hinsicht umgekehrt, nnd es sind die algebraischen Summen 
dieser Kräfte und jener auf die Seitenflächen BPC, OPA, APB aus- 
geübten bei YemacblSseigung unendlich kleiner Grössen vierter Ordnung: 



BPC üüA B'P'C 



dx dy de 



hm 
hx 



dxdydz 



a^x. 



dx dy dz 



CPA und ÖP'A'; 



^ 



hOy . 



— dy ds dx -^ dy dz dx 
• dy 



dx 
by ■ 

edbyCOOgle 



r-^ dy dz dx 
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—r^dedxay -^—dusdxdu 
OS oz 

nach der Richtung PZ PT PX. 

Endlich kann auf die Masse des Parallelepipedum eelbst noch eine 
äussere Kraft wiriten (insbesondere z. B. die Schwerkraft), deren Compo- 
nenten nach den Coordinatenoxen seien : 

X dx dy ds Ydxdydz Zdx dy de, 
unter X, Y , Z somit die Componenten dieser auf die Votumeneinheil 
des Körpers bezogenen Kraft verstanden. 

Dem Gleichgewicht aller dieser Kräfte am Parallelepipedum ent- 
sprechen die bekannten sechs Grleichuugen. Die drei ersten derselben, 
Ausdrückend, dass die algebraischen Summen der Kräfte nach den Richtungen 
der Coordiuatenaxen ^ Null sind, geben nach Division mit dem gemein- 
schaftlichen Factor dx dy de : 




Gemäss den drei übrigen Gleichgewichtsbedingnngen ist die Moment«n- 
snmme der Kräfte ftir drei sich schneidende und nicht in einer Bbene 
liegende Axen ^ Null. Werden diese Axen MX', MY', MZ' durch 
den Mittelpunkt J(f des Parallelepipedum parallel seinen Kanten ange- 
nomme», so sind z. B. fiir die Axe MX' nur diejenigen Kraftmoment« 
unendliflh klein dritter Ordnung, die von den Schub Spannungen nach der 
Richtung P^ in den zu P Fsenkrechtcn Seitenflächen CPA und (7P'.4', 
sowie von den Schubspannungen nach der Richtung P f in den zu PZ 
senkrechl«n Seitenflächen AFB und Ä' I" B' (in Fig. 1 durch Pfeile 
angedeutet) herrühren. Die Richtungslinien aller anderen Kräfte gehen 
an MX' vorbei in kürzesten Abständen, die unendlich klein zweiter Ord- 
nung sind, so dass die entsprechenden Momente für die Flächenkräfte un- 
endlich klein vierter Ordnung, für die Massenkräfte X dx dy de, Ydx dy de, 
Zdx dy de unendlich klein ftinfter Ordnung werden, insoweit sie niclit 
(für die mit der Axe MX' parallelen Kräfte nämlich) ^ Null sind, 
Bei Vernachlässigung unendlich kleiner Grössen vierter Ordnung (wobei 
dann auch die gleichartigen Spannungen in den gegenüber liegenden Seiten- 
flächen hier einander gleich zu setzen sind), und wenn die Momente 
positiv oder negativ gesetzt werden , jenachdem sie dem Drehungssinne 
YZ oder Z Y entsprechen , ist also die Momentengleichung für die Axe 
MX': 

f yi de dx dy — r^y dx dy de=0,. 
und folgt daraus sowie aus den analogen Gleichungen für die Axen Jf }^' 
und MZ': 

Ty, = Tj,'; T„ = Tu ; T,y ;^ T'yi • - • • (1). 

Wenn also diese Schnbspannungen in der Folge kürzer 

Vjt = Tjj, mit T», T„ = T„ mit Ty , r^y ^ Tyi mit x. 
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bezeichnet werden, so sind die jetzt nur noch sechs Spannungscomponenten 
17,, 0y, (Ti, Vi, Ty, Ts mit der äusseren Masseukrsft durch die iblgen- 
den drei G-leichungen verbunden : 






(2). 



3. — Durch die sechs Grössen ffij ffy, a^, z^, Ty, ti ist der 
Spannungsznetand im Punkte P des Korpers bestimmt, 
nämUch die Spannung p nach Grösse und Richtung (Winkel mit den 
Axen ^ X, fi, v), die im Punkte P einer beliebigen durch ihn liindurch 
gehenden Fläche F stattfindet, deren Normale PN die Winkel a, ß, y 
mit den Axen bilden mag. Schneidet man nämlich von der durch die 
Ebenen YPZ, ZPX, X i* J^ begrenzten körperlichen Ecke ein unendlich 
kleines Tetraeder ab durch eine zu PN senkrechte, die Kanten PX, PY, 
PZ in den Punkten Ä, S, C schneidende Ebene , so sind , wenn die 
Seitenebene X £ C ^ /" gesetzt wird, die drei übngen : 

BPG = feosa, CPA=fcosß, APS = fcosy, 
und das Gleichgewicht der Kräfte an diesem Tetraeder führt zu den 
Gleichiuigen : 
c^ f-i ■■<( p cos l =: Ox cos a -\- Ti eos ß -^ Ty eos yY 

<'.-. / j> Cös /< = Tj cos a -|- ffy cos ^ -j- rx cos y ]■ . - (3). 

/ f pmsv ^x^- ^sa~\-%-^cßsß-\-aj,msy\ 

Sie ircrden durch Division mit f aus den Gleichungen erhalten , welche 
ausdrucken, dass die algebraischen Summen der Kräfte nach Richtung der 
Axen ^ Null sind. Die auf die Masse des Tetraeders wirkende äussere 
Kraft kommt nicht darin vor , weil sie mit dem Volumen unendlich klein 
dritter Ordnung ist, während die auf die Begronzungsfläclien wirkenden 
Spannungskräfte mit diesen Flächen unendlich klein zweiter Ordnung sind. 
Durch die Gleichungen (3) in Verbindung mit 

C0S^A-j-COS*//-|-CÖS*»'=l 
sind die vier Grössen p, X, ft, v bestimmt. 

Indem die rechten Seiten der Gleichungen (3) gleich sind den Summen 
der nach der Richtung PN genommenen (d. h. mit den Cosinus der 
betreffenden Neigungswinkel multiplicirten) Componenten der Spannungen 
Px, Py, pz (Nr. 1) im Punkte P der zu PX, PY, PZ senkrechten 
Ebenen, also auch gleich den nach PN genommenen Spannungen p^, 
Py, p^ selbst, während die linken Seiten beziehungsweise gleich sind der 
nach PX, PY, PZ genommenen Spannung p in der zu PN senk- 
rechten Ebene, so hegt darin das Gesetz, dass in jedem Funkte, 
von dem zwei beliebige Richtungen ausgehen, die nach 
der ersten Richtung genommene Spannung in der zur 
zweiten senkrechten Ebene ^ ist der nach der zweiten 
Richtung genommenen Spannung-iu der zur ersten senk- 
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recljten Ebene. Eg ist die Verallgemeinerung des Gesetzes, ^ ftir 
zwei sich rechtwinklig achneidende Richtocgea durch die Gleichungen 
(1) ansgedräckt wurde. 

4. — Zur VeraneohauUchuDg des Gesetzes, nacli dem sich die Grösse 
der Spannnng p_ mit ihrer Richtung PP* (bedingt durch die Richtung 
VN der betreffenden Flächennonnale) ändert, werde auf jeder solchen 
Spannungsrichtuug vom Fnnkte F aus eine Strecke PJP' = p abgetragen 
und die Fläche bestimmt , die der Ort der Funkte P' ist , indem ihre 
Gleichung entwickelt wird für die Richtungslinien PF^, PPy, PP, der 
Spannungen Pi, Py, px als (im Allgemeinen schiefwinklige) Coordinaten- 
axen. Zu dem Ende kann man zunächst bemertten, dass, da 

ffll Tz, Tyl Tj, ffy, r,; Ty, T^ , üt 

die Componenten von p^ py p^ 

beziehungsweise nach den Äxen der x, y, s sind , sich für die Cosinus 

der Riditungs winke! 

^1.1 /**' ''»! ^)-' fyy *'yi ^t Z'z» *"!> 
von p. py p^ 

', folgende Ausdrücke ergeben: 



gegen die Axen der x, y, i 



l>x 



coslt=- 



COS(.ti ■ 



i>. 



Sind nun x', y', e' die Coordinatcn des Punktes P* Jn Bezug auf 
4.ie Axen PPi,, PPy, PPi, d. h. die Componenten von p nach diesen 
Axrichtungen, so ist die nach der x-Axs genommene Spannung p :^ der 
Summe ihrer nach d^i'^elben Axe genommenen Componenten : 

woraus durch Vei^eichung mit der ersten Gleichung (3) folgt: 



also 



©'+(Ö"+(i)' = - 



(5). 



Dos ist die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsoids in Bezug auf con- 
jugirCe Halbmesser p,,, py, pi als Ason. Hiemacli und mit Rücksicht 
darauf, dass die Axen der x, y , Z beliebige zu einander senkrechte 
Richtungen sind , von denen der Spannungszustuid im Fnnkte P und so- 
mit die Fläche (&) unabhängig ist, ergiebt sich, dass die von dem 
betreffenden Punkte aus auf ihren Richtungslinien als 
proportionale Strecken abgetragenen Spannungen die 
Halbmesser eines Ellipsoids sind, und dass je drei con- 
jugirte Halbmesser desselben nachGrössc undRichtung 
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die Spannungen für drei sich rechtwinklig schneidende 
Flächen d&rstellen. Dieses Ellipeoid heisse das Spannungs- 
ellipsoid. 

5- — Die KormaUpanaung a im Punkte P nach der 
Richtung FN bildet mit der resultirenden Spannimg ^ in der zu PN 
eenkrecliten Fläche F einen Winkel tp, der als Function der Richtungs- 
winkel a, ß, y von a und X, /a, v von p bestimmt ist durch die Gleichung : 

cosip = eos'Kcosa-\-cosncosß-\-cosvcosy. 
Hiernach nnd mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) erglebt sich: 
a =p cos gc = ffi eos^ « H~ "^y ^'*'* ß'\~'^^ <'*'** 7 ~\~ 

-\-2i:,_cosßa>sy-\-2zjCOsycosa-\-2XxCOsacosß ■ (6). 
Wenn man auf der Geraden PN von 'P ans eine Strecke PN ^= 

- , = dem reciproken Werthe der Quadratwurzel aus dem Absolut- 

werthe von ff abträgt , so sind die Coordinaten des Endpunktes N dieser 
Strecke : 

cosa eosß cosy 

''~V±^' ^~VY^' ''~Vto' 
und wenn man ebenso mit den Normal Spannungen im Punkte JP nach 
allen möglichen Richtungen verfährt, so ergiebt sich die Gleichung des 
Ortes der Punkte N aus Gleichung (6) durch Division mit + ff : 

T d. i. die Mittelpunktaglelchung einer Fläche zweiten Grades. Eine solche 
hat drei zu einander senkrechte Hauptaxen , für welche als Coordinaten- 
axen die Glieder mit den Producten der Coordinaten ans der Gleichung 
der Fläche verschwinden, für welche also hier 

Tji ;=: tTy = Tl ^ 

ist. (Durch Transformation der Coordinaten auf ein anderes System reclit- 
winkliger Axen» deren Lagen gegen die alten durch drei Winkel bestimm^ 
sind, ergiebt sich die Gleichung der Fläche in derselben Form, und können 
dann jene drei Winkel so bestimmt werden , dass die CoefScienten der 
drei Glieder mit den Producten der Coordinaten verschwinden.) Daraus 
folgt, dass es in jedem Punkte Pdes Körpers drei zu ein- 
ander senkrechte Ebenen giebt, in denen die Schub- 
spannungen für diesen Punkt ^ Null und zu denen also 
die betreffenden Spannungen jj- senkrecht sind. Diese 
Spannungen, deren Richtungen mit den Hauptaxen der vorgenannten Fläche 
zweiten Grades zusammenfallen, heissen die Hauptspannnngen für 
den betretenden Punkt und seien algebraisch verstanden (d. h. als Normal- 
spannangen, die positiv oder negativ sein können) mit 

ff, ff, ffg 

bezeichnet. Dieselben , absolut verstanden als solche Spannungen "p , die 
in drei sich rechtwinkUg schneidenden Flächen stattfinden , sind co^jugirte 
Halbmesser des Spannungsellipeoids (Nr. 4) und zwar, da sie selbst zu 
einander senkrecht sind , diejenigen conjugirten Halbmesser desselben , die 
mit seinen Hauptaxen zusammenfallen. Daraus folgt, dass absolut 
genommen eine der Hauptspannnngen die giässte, eine 
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andere die kleinste aller Spannungeu ist, die im Punkte 
P beliebiger Fläche nstatt finden. 

Wenn die Schubspannuug in allen Flächen ^ Null wäre , wie ; 
ea namentlich bei vollkQminenen FlüBfiigkeiten ihrem Begriffe sufolge der ^ 
Fall ist , 80 mässten j e dreT" zu" einamter eeskrechte Gorade Hauptaxen ■ 
des SpaunungsellipBoids , muESte dieses folglich eine Kugel und somit die 
Normalspannung nach allen Richtungen gleicli sein. 

6. — Zur Bestimmung der Hauptspannungen nach 
Grösse und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte recht- 
winklige Axen der x, y, e bezogenen Spannungen er, , ffy , a, , r, , Ty, t, 
dient die Erwägung, dass in den Gleichungen (3) 

pcosX = acosa, pcosfi = acosß, pcosv^acosy 
iBt , wenn p der Äbaolutwerth einer der Hauptspannungen a, und somit 
die Richtung X, n, v entweder mit der Richtung a, ß, y übereinstimmend 
oder ihr gerade entgegengesetzt ist. So erhält man die Gleichungen : 
{Ox ^- <r) eosa -\~ Ti COS ß-\-Ty COS y = j 
T,cosa + (ay — a)oosß-\-TxCOsy^Oy . ■ . (7). 
Ty cos a -\- T-, cos ß -\- (a^ — er) cos y = ) 
Die Elimination der Unbekannten cos a, cos ß, cosy ergiebt die = Null 
gesetzte, aus den CoefScienten dieser Unbekannten gebildete Determinante, 
also die bezüglich auf a cubisclie Gleichung : 

(ff.— ff)(ffj— a)(ffz — ff)— (o^— ff)rx*— K— ff)T/— (ff,— ff)T,a 

+ 2TxTyTi=0 . (8) 

oder nach Potenzen von a geordnet: 

<T* ("1+ Oy + öl) ff* 

+ (ffyffi-)-*^iÖi-|' ffsffy - - Ti' — ly^ — Tn^) a 

— ff, Oy ffi-j- ffi Tx^~\- Oy %*-|- ffiTj* — 2TiTyri = . (9), 
deren nothvrendig reelle Wurzeln 

den Hauptspannungen gleich sind. Zur Bestimmung der Richtuugswinket 
ß, ß, y irgend einer von ihnen ergiebt sich aus der Combination der 
zweiten mit der dritten und dieser mit der ersten der Gleichungen (7) : 

COS a : cos ß = {Oy — ff) (ff» ff) T,*:TiEy Ti(ffi — ff) l f,r,^^ 

; =T,Ty^T,(ff, — (r):(ir,— o)(o^ — ff) — r/ J ' ^ '' . 
sowie aus der Combination der dritten mit der ersten und dieser mit der 
zweiten der Gleichungen (7) : 
■ cosß:cosy = (a^~a)(a^ — a) — ry^:TyT^ — Vxiax — a). \ * 

= Tyr.-Tx(ax-ü):iü,-a)iay-ay-t,\t " • ^^^J 
und daraus mit den abgekärzten Bezeichnungen ; 
A = (ay — ff)(ff. — ff) — T<* ^ 
S=ia, — 0)(a^ — a) — Ty> \ S = Ä-\-B-\-C 
C = {a^~a)(ay—a) — iJ \ 

COs'a:cos^ß:cos''y = A:B'.C 

co,a = ±y~; a^ll=±yf; oosr=±Y^ ■ (12). 
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Jenachdem in diesen Ausdräcken a = Ci oder ^ a^ oder = a, gesetzt 
wird, ^hält man die Richtungswinkel a,, ß^, f^ oder a^, /3,, ^, oder 
Oj, ^g, J*) der betreßenden dieser Haoptspannungen. Bei einer der 
drei Wnrzelgrösaen (12) kann daa Vorzeichen beliebig genommen werden, 
wonach die Zeichen der beiden anderen durch die Proportionen (10) und 
(11) beetimmt sind. 

In besonderen Fällen eind übrigens die Cosinus dieser Winkel a, (3, y 
einfacher und ohne Zweideutigkeit von Vorzeichen unmittelbar aus ihren 
durch zwei der Gleichungen (7) bestimmten Proportionalwerthen in Ver- 
bindung mit der Gleichnng 

cos* or + cos^ (3 + COS* y = 1 
zu erbalten. 

7. — Die den Spannungszuetand in einem Punkte P betreffenden 
Gleichungen werden vereinEacht , indem die Richtungslinien 
der Hauptspannungen <t, , a^, ffg dieses Punktes als 
Cooi'dinatenaxeu der x, y, e benutzt werden. Die Gleichungen 
(3) gehen dadurch über in : 

pcosX^Oi cosa, p cos ft = a^ rjjs ß, p cos v =^ a^ cos y . . (13), 
woraus j>? = ffj'cos*o:+ ffj*cos*(?-|-<Tj'cos*j' . . . (14) 

folgt , die Gleichnng (6) wird : 

ni=nj cos'^a-\-a2 cos' ß -\- a^ cos^ y ■ ■ ■ (15). 

Bildet man diese Gleichungen (14) und (15) für irgend drei in einem 
Punkte P sich rechtwinklig schneidende Flächen , so ergiebt sich durch 
Addition die Summe der drei Werthe von p'=^ ff^^ -(- fj^-f- Og', die 
Summe der drei Werthe von ir = ff, -j- Oj -|- ö^ , weil die Summe der drei 
Werthe von cos* a, desgleichen die der drei Werthe von cos* ß und von 
Cos*y^=\ ist. In jedem Punkte ist also die Summe der 
Quadrate der Spannungen für je drei sich rechtwinklig 
schncidendeFlächen, desgleichen die (algebraische) Summe 
der Normalspannungen nach je drei sich rechtwinklig 
schneidenden Richtungen gleich gross. 

Die Richtungslinien der Hauptspannungen fallen nach Nr> 9 mit den 
Hauptaxen des Spannungsellipsoids zusammen, dessen Gleichung (5) in 
. Bezug auf dieselben als Coordinatenaxen übergeht in : 

^M^ $+$+$=' «»'• 

Während aber dieses Ellipsoid nur die Grösse einer Spannung p von 
* gegebener Richtung bestimmt (durch die Länge des in diese Richtung 
fallenden Halbmessers), giebt es eine andere Fläche, mit deren Hülfe die 
Richtung einer Spannung p bestimmt werden kann, die in dem betreffenden 
FunEle P einer Fläche stattfindet, deren Normale gegebene Winkel a, ß, y 
mit den zu Coordinatenaxen genonunenen Richtungen der Hauptspannungen 
bildet, und welche deshalb die Richtnn gs fläche der Spannung en 
giöge. Ihre Gleichung ist : 



• 



^*^^ unter 4 eine beliebige Coustanfe verslanden. Sind nämlich o, h, c die 
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Richtungswinkel der Normale dieser Flache in dem Pnnkt« x, y, g, in 
dem sie von der Richtnngsltnie (X, fx, v) der Spannui^ p geschnitten 
wird, 80 verhält sich 



<Ti ff, (Tg 

cosX COSfi cosy 

oder mit Rticksicht anf Gleichung (13): 

cos a : cosb : C03 c == eosa : cos ß s cos y. 
Daraus folgt, dass die Berührnngsebene der Fläche (17) in ihrem Schnitt- 
punkte mit der Richtungalinie der Spannung p parallel ist mit der Span- 
nungsebene, worauf sich p bezieht (BerOlmmgsebene im Punkte P der 
fläche, in der die Spannung p stattfindet), oder dass umgekehrt die 
Spannung p nach dem dieser Spannungsebene conjn- 
girten Durchmesser jener Fläche gerichtet ist. 

Smd die Hauptspannungen alle drei positiv oder alle negativ, so gilt 
in G-leichung (17) vor k' im erstea ("alle nur das Zeichen -|-, im zweiten 
nur das Zeichen — ; die Richtungsfläche der Spannungen ist dann ein 
Ellipsoid , und es hat nach Gleichung (16) die Nonnalspaunung nach jeder 
Kichtung einerlei Zeichen mit den Hauptspannungen. Sind aber zwei der 
drei Hauptspannungen, z. B. a^ und Og beide positiv oder n^ativ, während 
die dritte ffg negativ reap. positiv ist, so gelten in Gleichung (17) beide 
Vorzeichen, und besteht dann diese Richtungsfläche der Spannungen aus 
zwei durch einen gemeinsamen Asyniplaten k^el = i^<^-^ 

Ol a, ffg 

getrennt«n Hyperboloiden , einem einfachen , dessen Halbaxen proportional 
y-^Oi nnd )/+0j sind, und einem zweifachen, dessen Halbaxe propor- 
üonal y^ ff, ist. Jeder Berühninga ebene des Asymptoteuk^eb entspricht 
die BeriihrungsUnie selbst als conjugirter Durchmesser, somit als zugehörige 
Spannungsrichtung. Die Spannungen p im Punkte P von 
Flächen, die den Asymptotenkegel berühren, sind also 
blosse Schabspannungen, oder die Normalspannnngen nach den 
Richtungen der Normalen des Asymptoteukegels sind = Null. Der Ort 
dieser Normalen im Funkte P Ist sdbst eine Kegelfläche , durch welche 
die Richtungen , nach denen ff positiv ist , von den Richtungen getrennt 
werden, nach denen a negativ ist. 

8. — Für die Schubspannung v im Punkte P der Ebene, deren 
Normale nnter den Winkeln a, ß, y gegen die Hauptspannungsrichtungen 
geneigt ist, erlutlt man aus Crleichting (14) und (15): 
T»=p»— ff* = a(ij» + Jffja + cff,ä — (aiTi + fcOg+cffj)* I 

mit a=sco3'a, b = cos^ß, c = cos^y f • ^ M 

und es ist von Interesse, die Ebenen, also die Werthe von a, ß, y resp. 
(1, b, c zu bestimmen , ftir welche %* ein Maximum wird. Zu dem Ende mtiBS 
ff, * (ia -j- ff j * (? 6 -}- ffg ^ (?c 

— 2 (fl ff, + (»ffg + cffj) (ff, da + ff, (76 -}- a^ de) = 
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sein, während da, db, de an die Gleichung 

o~f-6 + c=l, also da4-d6-f tlc=0 
// '- . >V^$gebuaden sind. Wenn mau diese letzte Differentialgleichung nach ihrer 
^/fi; ttfi- Multiplicaüon ntit einem unbestimmten Coefticienten 1i zur ersten addirt, 
'Ji4(. >j< 80 kaßn i 80 gewählt werden, dass die Coefßcienten von da, dh, de ein- 
zeln = Null werdei^dasa also 
■ ^' Ä + o/ — 2{aaj-l-6ffg+eff3)ffi = 

;fc _|_ ffj « — 2 (offi 4- ftffj -X- cffs) ffg = 
ft -|- ffs * — 2 (air, 4- ''«'i 4- "ff») "3=0 
ist , -woraus durch Subtraction der zweiten und drittes , dritten und ersten, 
ersten und zweiten Gleichung folgt : 

•^s ~l" ^A ^^P- "'s H~ f^i f^^P* "1 + ö'b = 2 (dö, -f- iffj -)- Cöa), 
welche drei Gleichungen für beliebige Wcrttie von a^ , 0^, a^ nur erfüllt 
werden durch : 



= 0, fc = c = y, also «=90», /S = + y = ±45<», 




&=0, c = «»=— , „ ß = ^Q^, Y — ±a = ±ir>% 




C = 0, ß = & = -i-, „ j- = 90ö, a = + ,3 = + 45'>. 




e Schnbspannung ist also ein Maximum 


für die 



s e chs Eb en en , die durch die Richtungslinien derHaupt- 
spannnngen gehen und die Winkel der je zwei anderen 
dieser Richtungslinien halbiren, und zwar ist sie gleich gross 
üir die beiden durch die RichtungBÜnie von a^, ebenso ftlr die beiden 
durch die Richtungslinie von a^ und flir die beiden durch die Eichtungslinie 
von Oj gehenden dieser Ebenen. Werden diese drei grössten Schub- 
spannungen, die mit Winkier*) die llaup tsch ubspannungen 
genannt werden sollen, beziehungsweise mit Tj, x^, Tj bezeiolmet, so ist 
nach Gleichung (18): 

Dass diese Hauptschubspannnngen beziehungs- 
weise rechtwinklig gegen dieHauptspnnnungen (7,, a^, ffg 
gerichtet sind, folgt daraus, dass nach den Gleichungen (13), 
wenn a^90" oder /? = 90'' oder y^gO" ist, 
auch ^1 = 90" resp. /i = 90" reap. v^go", 
d. h. die Spannung p und somit auch jede ihrer Componenten a, t senk- 
recht beziehungsweise gegen a^, a^, Og ist. 

9. — Wenn mit Bezug auf beliebig angenommene rechtwinklige 
Äsen der x, y, s 

OxITj-ff, — 0„X^ — OyTj* — ff,ti,*-|-2rsTyi:, = . (20) 

ist , 90 ist nach Gleichung (9) eine Hauptspannung ^ Null, 



*) „Die Lehre von der Elaatidtät und Festigkeit", 1. Theil, S. 12. 

. lyCoogle 



Allgemeine Theorie der ElastiraUt lg 

etwa Og :^ 0, während die beiden »nderan a, , Ug die Wurzeln der 
quadratischen Gleichnug 

ff"— {Ox+ffs'+ö.)ff+ffrff.+ffiöi + 0>(rr— r^' — Ty'—t^'^O (21) 
sind. Dieser Fall findet insbesondere dann statt, wenn von den 
sechs SpannungBcomponenten a^, Oj, Oi, Ti, ly, t, irgend 
drei solche = Nntl sind, die verschiedene In dices haben 
und weder alle Normalspannungen, noch alle Schnb- 
apannungen sind, also z. B. , wenn 

(Ty = ffj = T. = 

bt, so dasB ffj nnd a, die Wurzeln der Grleichimg 

ff* — ff, ff — Tj,^ — T,* = . . . . {21a) 
werden, oder wenn 

ffj = Ty = Ti = 

ist, wodurch Gleichung (21) flbergeht in:' 

,&" — (ffy+aOff+ffyffi — T,»= . . (21 b). 

Da mit ffg = nach Gleichung (13) auch cos r = ist unab- 
hängig vom Winkel y, so folgt, dass die Richtnngslinie der 
Spannung p fürjede beliebige FUche in der Ebene der 
Hauptspan Dungen ff^, ff. Hegt, die nicht = Knll sind. 
Das Spannungsellipsoid (Nr. 4) und die Richtungsiläche der Spanniingen 
(Nr. 7) reduciren sich auf begrenzte Ebenen , erstere begrenzt durch eine 
Ellipse (Spannnngsellipse). deren Ualbaxen den Absolutwerthen von 
0^ Qud Of gleich sind, letztere hegrenzt durch eine Linie zweiten Grades 
(BichtungBcurvc der Spannungen), deren Halbazen den 
Quadratwurzeln der Abaolutwerthe von ff, und ff^ proportional sind, und 
welche in einer Ellipse oder in zwei Hyperbeln mit gemeinsamen Asym- 
ptoten besteht, jenachdem o, und ff, gleichen oder ungleichen Zeichens 
sind. Diese Spannnngsellipse und Richtungscurve der Spannungen können 
jetzt aber nur zur Darstellung von Grösse und Richtung solcher Spannungen 
p dienen , die in den durch die Richtungslinie der Hauptspannung Oj =5 
gehenden Ebenen , abo allgemein in Flächen stattfinden , welche in dem 
betreffenden Punkte P von der Hauptspannungsrichtung ff, = berührt 
werden ; und zwar ist eine solche Spannung p gerichtet nach dem Durch- 
messer jener Richtungscurve, der dem Schnitt ihrer Ebene" mit der beireffenden 
Spannungs ebene conjugirt ist, während der in diese Richtung fallende Halb- 
messer der Spannungsellipse die Grösse von p darstellt. 

Bemerkens werth ist noch der hierher gehörige Specialfall, dass alle 
Span nnngscomp on en ten ffi , ff^ , ff,, T,, Ty, T, ausser einer 
Schabspannung ^ Null sind, dass etwa 

ffi = ffy = ffi ^ ^y = ^1 == 
ist, wodurch Gleichung (2lb) übergeht in: 

ff* — T,*=0, also ff, =Ti, ffg = — Ti neben ffj = . (21 c) 
liefert. Was die Richtungen dieser beiden Hauptspannnngen ff,, ff^ bfr- 
trifit , so ist mit den Bezeichnungen von Nr. 6 hier : 

^ = ff» _ T,i! = 0, B=C=a^ = tjy 

also cös«=0, ix)s^ ß = cos*y = — , 
woraus folgt, dass die Richtungslmien von ff, und ff, die Winkel der 



^sf. 
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Geraden hslbiren, die vom Punkte P aas parallel mit der y-Aze und 
der ü-Äxe gezogen werden. Die Spannungsellipse iat in diesem Falle 
ein Kreis, während die Richtnngscnrve der Spannungen aus zwei gleich- 
seitigen Hyperbeln b^teht. — 

Wenn die auf beliebige rechtwinklige Axen der x, y, S besogenen 
Sp&nnungen (Ti, Oj, Ox, tx) ty, Vz aasser der Gleichung (2Ö) anch der 
Gl^chnng 

ffy ff. + ff. ff, + ff, ffjr — T.» — Ty' — f.* = . (22) 
entsprechen , so sind zwei Hauptspannnngen = Null, etwa tf, 
und (Tj = 0, während nach Gleichung 4^31) dann 

ffi = ff. + -^T + ff. (23) 

ist. In diesem Falle, der insbesondere dann stattfindet, wenn die 
Spannungscomponeuten a^, Oy, Oi, t,, Ty, t,, alle = Null 
sind aueeer einer Normalspannung, die dann die Hanpt- 
spannung a^ ist, folgt aus den Gleichungen (13): cos ft = cos v ^^ Q, 
also COsX^ + l; dieRichtnngsliniejederSpannungj) Hegt 
also in derHauptspannungarichtung ff,. Für jede Flaehe, 
deren Normale den Winkel a mit der Richtung von a^ bildet, Ist: 

p^ + GiCOsa, o=ff, cos'a, t = + — -ffism2c (24), 

also T am grössten ='^-^ Oi in allen Ebenen, die unter 45° gegen die 
Richtung von ff, geneigt sind. 



v^ B. Der Deformati ontzustand in einem Körperpunkte. 

10. — Es sei wieder P irgend ein materieller Punkt eines Körpers, 
PI" irgend eine von P ans gezogene Richtimg, unter den Winkeln a, ß, y 
geneigt gegen die im Körper fixirten rechtwinkligen Axen der x, y, S- 
Ist dann Q ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener materieller Eörper- 
punkt in PJ", ä» die Länge der Strecke PQ im ursprünglichen Zustande 
des Körpers (d. h. vor seiner Deformation in Folge der Einwirkang 
äusserer Kräße) und ^ ds die mit der Deformation verbundene Längen- 
änderung der Strecke PQ, so heisst der Quotient 
_ Jds 

, / • - ■ ^ ds 

k£>U^£Y^<»C Aie Dehnung (Ausdehnung) im Punkte P nach derEich- 
J**^^ Ji'>y tung PP'; sie ist positiv oder n^atlv, absolut genommen eine Aus- 
dehnung im engeren Sinne oder eine Zusammenziehung, jenachdem sie 
einer Verlängerung oder Verkürzung der Strecke PQ entspricht, und wird 
hier immer als ein sehr kleiner Bruch vorausgesetzt. 

Durch die Dehnungen e, die im Punkte P nach allen Richtungen 
s(att6ndeQ , ist offenbar die Deformation jedes diesen Punkt enthaltenden 
Körperelementee , dessen sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind, 
d. h. der Deformationsznstand im Punkte P des Körpers 
bestimmt, analoger Weise wie die Spannungen p im Punkte P aller durch 
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ihn hindurch gehenden Ebenen den SpaqnnngBzustand is dieBem Punkte 
bestimmen. Ebenso aber wie letzterer schon durch 3 von einander unat>- | 
^. liängige G-rossen vollständig charakteriairt wird, indem die ihn unmittelbar 
U bestimmenden 6 Spannungen a^, Oj, Ot, t,, Ty, t, durch die 3 Olei- f 
'^.chungen (2} verbunden sind, so auch der Deformalionszustand, und zwar 
fassen sich solche 3 Grössen hier immittelbar erkennen in den Aendemngen 
i? V' ^' ^^^"^ ^^ ursprünglichen Coordinaten x, y, Z der materiellen ( 
Punkte in Folge der Deformation des Körpers unterworfen sind , indem 
dadurch die Dehnung e in dem beliebigen Punkte P nach der beliebigen 
Richtung f J" (a, ß, y) ausgedrückt werden kann. Sind nämlich 

X -j- dx, p-i- äif, B-\- d0 
die ursprünglichen Coordinaten des oben mit Q bezeichneten materiellen 
Punktes, so sind ihre Aendemngen bei der Deformation des Körpers: 

und indem nun die Projectionen dex Strecke PQ auf die Coordinatenaxen, 
die ursprünglich ^ dx, dy, dz waren, sich beziehungsweise um ^, — |, 
]^j — 1^, t^ — ^ geändert haben , während die Länge dieser Strecke selbst 
von ds in ds (1 -\~ s) überging , ist 

Daraus' folgt mit Rfickaicht auf die Gleichung 

d.s' = äx''{-dy'-\'de' 
bei Vernachlässigung kleiner Grössen zweiter Ordnung : 

ds ds ds ds ' ds ds 
und doratie durch Einsetzung der Ausdrücke von £i, i^^, ^j sowie mit 

, dx dy „ de 

—~ = cosa, ~ = cosß, -i-=:cosy 
ds ds "^ ds ' 

,= ^m^aJr'^<^'ß + ^cos^Y+\ji-\-^)cosßcosy 

11. — Nach Gleichung (25) ist e besdehnngeweise = ^, t-^, -t-^-, 

wenn a = 0, ß^O oder ^ = ist ; diese partiellen Difierentialquottenten 
von ^ nach-^, von fj nach y und von ^nach e sind also die Dehnungen 
im Punkte Pnach den Richtungen der Coordinatenaxen, 
die mit ßi, ty, e, bezeichnet seien. 

Was die Coel&oienten der Cosinus-Producte in derselben G-leiohung 
betrifft , so seien im ursprünglichen Zustande des Körpers von P ans die 

Omihor, Elutli^til and FeatlcketL 2 / ' ( 

D,gt,ZBdbyL.OO<^le 
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iis«ndlioh kleinen Geraden PA^dx parallel der x-Axe, PB^=dy 

parallel der y-Axe, PC=de parallel der g-Axe gezogen und .^, B, C 

als materielle Punkte vrie P verstanden. Mit der Deformation ist dann 

^t- *■ (Fig- 2) eine Verschiebung von C gegen P im Sinne 

der y- Aie: 

CO, = ^d, 

nnd eine Verschiebnng von B gegen P im Sinne .der 

g-A%e : 




raprünglich rechten Winkels BPC 









verbuBden, also eine Yerändarong des 
um die kleine Winkelsumme : 

CPC^ + BPB^ 

Das ist der CoefScient von cosß cosy in Gleichung (25), der mit y^ be- 
zeichnet sei , ebenso vrie der Coefficient von cosy COS a mit y^ , der von 
cos a cosß mit y, ; jenachdem die dadurch ausgedrückten kleinen Aende- 
rungen der Winkel BPC, CPA, APB Verkleinerungen oder Ver- 
grösserungen derselben entsprechen , sind y, , y^ , y^ positiv oder negativ. 
Diese Grössen y^, y^, y, sind ebenso den S chubspann ungen j^ , Tj, 
ti analog wie die Dehnungen s^,, Cy, e^ den Nonnalspannuugen «T,, Oy, üf 
Sind nämlich (Fig. 2) B' nnd C die Projectionen von B^ und C^ be- 
ziehungsweise auf PCi und PBi, so heiese 
PB' PC 

PSl^^"" Tc,-'^^ 

erstores Verh&ltniss die Schiebung im Punkte P der zur ^Aze senkrechten 
Ebene (CPjI) im Sinne der e-Axe, letzteres die Schiebung im Punkte P 
der zur ij-Axe aeukrec1it«n Ebene (^APB) im Sinne der y-Axe; beide 
sind einander gleich und awar, sofern sie sehr klein sind, bei Vernach- 
lässigung kleiner Grössen zweiter Ordnung 

= ^ — Winkel B, PCi = y., 

analog wie nach Gleichung (1) die Schubspannungen Tj, und v^ einander 
gleich gefunden wurden , so dass beide kürzer mit Tj_ bezeichnet werden 
konnten. Ueberhaupt können nun y^, y^, y^ als die Schiebungen 
oder Gleitungen bezeichnet werden, die in dem bäreSenden Punkte 
beziehungsweise in den zur y- und ?-Aze genkrechtm Ebenen im Sinne 
der e- resp. ^-Axe, in den zur g- und zur a7-Axe senkrechten Ebenen 
im Sinne der x- resp. ^-Axe, und in den zur X' und zur y-Axe senk- 
rechten £benen im Sinne der p- resp. a>Axe stattfinden. Mit den erklärten 
Bezeichnungen : 



ix' 




il. 




dt ' 
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erliält Grleichtmg (25) die Fonn: 

e = £,co8* a -\~eyCOs*ß-\-6tCos'y-\-y:^eosßeosY Jt. ?i 

+ j-yCosycosa-j-y'^"'"'^'^ ■ (27). n' , '^^ 

12. — Denkt man sich im nnprüngUchen Zustande des Eörpera Tom ' 

Punkte "B als Eckpunkt aus ein unendlich kleines parallelepipedisches 
Massenelement abgegrenzt, dessen Kant«n l^A = dx, PB= dy, FC= de 
den Axea der x, y, z parallel aind (Fig. 1, Nr. 3), so geht dasselbe bei 
der Deformation des Körpers in ein etwas schiefwinkliges Parallelepipedum 
über, dessen Kantenlängen ^=da;(l + ei), dy iX -\- 1.-^), Ä^Cl-j-e») und 
dessen Winkel an diesen dreierlei Kanten beziehungsweise um ^i, y,., y, 
von rechten Winkeln verschieden sind, so dass z. B. die Winkel an den 

Kanten P.4 und 'B'A'=^ -o"^?"»' andenKantenBC" undB'C = -— + y, 

werden u. s. f. Diese Art der Deformation des Körperelementes, wobei es 
nach wie vor parallelepipedlsch bleibt , charakterisirt also den Deformations- 
sustand im Funkte P bei Yemachlässigung kleiner Grössen höherer Ord- 
nung; bei Berücksichtigung der letzteren könnten die gegenüber übenden 
BegrenzimgsflächeQ des Körperelementes ausserdem gegenseitige Neigungen 
und Yerdrehnugen erfahren und in krumme Flächen übergeben. 

Noch anschaulicher kann der DeformaüonsKUStand im Punkte P dar- 
gestellt werden durch die Deformation eines Massenelementes, das im ur- 
sprünglichen Zustande des Körpers von einer um P als Mittelpunkt mit 
einem unendlich kleinen Halbmesser äs beschriebenen Eogelfläche begrenst 
wird. Sind TA, PP, PC die mit den Axen der x, y, «parallelen 
Halbmesser dieser Kugel und dx, dy, de die ursprünglichen Coordinaten 
des Punktes Q der Kugelfläche in Bezieliung aaf PA, PB, PC als 
Axen, so sind (A, B, C, Q als materielle Punkte wie P verstanden) 
dxi =dx{l-\- e,), dyi = dy (1 -j- Cy), d«, = d« (1 -j~ e,) 
die durch die Deformation veränderten Coordinaten des Punktes Q in Be- 
ziehung auf die veränderten Halbmesser PA, PB, PC als (im Allge- 
meinen jetzt etwas schiefwinklige) Axen. Ans der Gleichung 

dx' , dy' j^ de' . 

ds> + da» "•" ds» ~ 
folgt dann als Gleichung des geänderten Ortes der Punkte Q, d. h, als 
Gleichung der deformirten Kugellläche in Beziehung auf die neuen Axen 
PA, PB, PC: 

/ dxi y / dy^ y . / dgj y_ 

, \dfi(l + s.)J ■^Us(l + ey)/ "*~\ds(l + e.l/ ~ ^ '' 
d. i. die Gleichung eines Ellipsoids in Bezug auf die conjugirten Halb- 
messer = (is (1 -|- Cj), ds (1 -)- Cy)) ^S (1 + ^«) *^* Axen. Da die 
Axrichtungen der x, y, S beliebige zu einander senkrechte Richtungen 
sind, Bo folgt also, dass ein unendlich kleines kugelförmiges 
Körperelement durch die Deformation in ein Ellipsoid 
fibergeht, dessen je drei conjugirte Durchmesser ur- 
sprünglich zu einander senkrecht waren; es heisse das 
Deformationsellipsoid. 
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13. Der Ausdruck (27) von e hat in Beziehung anf a, ß, y die- 
selbe Form wie der Ausdruck (6) von ff, aus dem er durch Substitution 

von £ für a und von ~- ^ für t erhalten werden kann. Er gestattet 

deshalb auch ähnliche Fo^rungen wie jener; insbesondere ergiebt sich 
durch eine Betrachtung, die der in Nr. 5 angestelltön ganz analog ist, 
dass es in jedem Punkte des Körpers 3 zu einander senk- 
rechte Richtungen giebt, für welche, wenn sie als Azen 
dera;, «/, « genommen werden, dieSchiebungen y^, y,, /i = 
Null sind, so dass abo ein unendlich kleines paralldepipedisches Körper- 
element , dessen Kanten diese Richtungen haben , auch bei der Defor- 
mation rechtwinklig bleibt. Die Dehnungen nach diesen Richtungen heissen 
die Hauptdehnungeu für den betrcflendeu Pijnkt und seien mit ° 

«1 *a «a 

bezeichnet. Die conjugirtea Durchmesser des Deformationsellipsoids , mit 
denen sie nach Nr. 12 zusammenfallen, sind rechtwinklig gegen einander, 
also die Hauptaxen desselben, woraus weiter folgt, dass unter den 
Hauptdehnungen sich die grösate und die kleinste 
, Dehnung (algebraisch verstanden) befindet, die in dem be- 
treffenden Punkte nach irgend einer Richtung statt- 
findet. 

Dieser Umstand , demzufolge eine Hauptdehnung als ein Maximal- 
oder Minimalwerth von e charakterisirt werden kann , somit als eine 
Dehnung, die unverändert bleibt, wenn die Richtung nnendlicb wenig 
geändert wird, dient zur Bestimmung vone^, e,, % nach Grösse 
und Richtung vermittels der auf beliebig gewählte rechtwinklige Axen 
der X, ff, S bezogenen Dehnungen t,^, e^, Cj und Schiebungen y^, y^, y^ 
Setzt man nämlich in Grleichnng (27) 

e(cos'a'\-- cos^ ß + cos^y) för « 
und differenzirt die Gleichung nach einander in Beziehung auf eos a, COS ß, 
cosy, so wird, wenn man dabei die Dehnung e als eine Constante behan- 
delt , dieselbe eben dadurch als eine Uauptdehnung charakterisirt , für 
welche so die folgenden Gleichungen erhalten werden: 

2 (Si — e) eos a -{- Yicos ß -\- yy cos y =: \ 
yzCosa-\-2(ey — e) cos ß -^-y^ cosy =0 } . '■ . (29). 
/yCOsa-f-j-iCOS/J-j- 2 (Ci — e)cosy=0 ) 
Sie unterscheiden sich von den Gleichungen (7) zur Bestimmung der 
Uauptfipannungen ebenso wie sieh Gleichnng (27) von Gleichung (6) unter- 
scheidet, nämlich nur dadurch, dasa e au die Stelle von a und ~y an 

die Stelle von v getreten ist; durch dieselben Substitutionen erhält man 
deshalb auch aus (j-leichung (8) die folgende cubische Gleichung in e: 
4 (Cx — e) (e, — e) (e. — c) — (ei — c) /,* — (cjr — «) y/ 

— b.~e)y,^-{-y^yyy, = . (30), 
deren Wurzeln =^ «^ , e^ , «j sind , sowie auch den dortigen eidsprechende 
Ausdrücke von cosa, cosß, cosy. — 
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Bei Benutzung der HaaptdehuungBrichtnn|;eQ als AxTichtungen der 
X, y, S geht Gleichung (27) über in: 

e=r gj c(»s*a-|-«j cos^ß-\- e, cos^y . . . (31), 
und es folgt daraus, analog deu Folgerungen aus den G-leichungen (14) und 
(15) in Nr. 7 bezüglich anf j)' und a, dass in jedem Funkte die 
Summe der Dehnungen nach je drei zu einander senk- 
rechten Bichtungen gleich gross ist. Zugleich hat hier diese 
unveränderliche Summe eine bemerkenswerthe Bedeutung. Da nämlich das 
Volumen des parallelepipedischen Körpeielement«s dx dy dz nur durch 
die Aenderungen der Entfernungen, nicht durch die gegenseitigen Ver- 
schiebungen seiner parallelen Seitenflächen sich ändert , so ist das geän- 
derte Volumen bei Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung : 
d3;(l+c,)Äj»(l + ey)d?(l + e,) = (?x%dÄ(l + e^+Cj+e,), 
und hat also die Summe 

e = £. + er + 6* = ei + e, + e3 . . ■ (32) 
die Bedeutung der verhältnis smäBsigen Voluroenände rung, ^^^^ 
des Volumenansdehnungecoefficienten, in dem betreSenden Funkt«. r'^c'-' 

Analog der Entwickelong in Nr. 8 lässt sich endlich nachweisen, 
dass die Schiebung ein Maximum wird in den 6 Ebenen, ' 
die durch die Richtungelinien der Hauptdehnungen \ 
gehen und die Winkel der je zwei anderen dieser Rieh- ; 
tnngslinien halbiren, sowie dass diese paarweise gleichen Haup t- 
schiebnngen die Werthe haben; 

,,=+1^:^, y,=+'i:^, ,, = +(fi:^ (33) 

und rechtwinklig beziehungsweise gegen e^, Cj, e, gerichtet sind. 



C. BeziehuRgen zwischen dem Spannungs- und dem Defor- 
matloRszustande In einem Körperpunkte. 

14. — Ea SM wieder P ein materieller Funkt des Körpers, von 
welchem aus die Gerade PP' unter den Richtungswinkeln o, ß, y gegen 
die im Körper fizirten Axen der x, ff, s gezogen ist; dm sei ein bei 
P* in der EntTernung PP" :^ r von P befindliches Meissenelement, dessen 
sämmtliche Dimensionen unendlich klein sind. Im Zustande der Belastung 
und entsprochenden Deformation des Körpers , wobei die Dehnung im 
Punkte P nach der Richtung PP' = e sei, übt das Massenelemeut dm 
auf ein im Punkte P zu PP' senkrechtes unendlich kleines Flächenelement 
pro Flächeneinheit desselben nach der Richtung PP' eine gewisse Kraft 
aus, die proportional am und ausserdem von r, er, ß, y und e abhängig, 
also = Fir, a, ß, y, e) dm zu setzen ist. Sofern es sich hier aber nur 
um dei^enigen Theil der fraglichen ^aft handelt , der durch die Defor- 
mation bedingt wird, also mit £ :i= verschwindet, und femer gemäss der 
Erfahrung , dass jede in gewisser Weise linear gemessene Deformation 
eines Körpers den belastenden Kräften und somit den ihnen entsprechenden 
betreffenden Spannungen um so genauer proportional gesetzt werden kann. 
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je kleiner diese Bind , hinlänglich genau jedenfalls dann , wenn , vrie hier 
immer vorausgesetzt wird, die Deformation (insoweit sie messbar) eine 
nur vorübergehende, mit der Belastung wieder verschwindende ist, kann 
die Function 

F{r,a,ß,y,t) = sf(r,a,ß,Y) 
und somit jene specißsche (d. b. anf die Flächeneinheit bezogene) 
Kraft =fEdm gesetzt werden, unter fein« übrigens unbekannte Function 
von r, a, ß, y verstanden , deren AVerth für messbare Grössen von r ver- 
schwindend klein ist , und die in eine blosse Function von r übergehl, 
wenn der Körper nicht nur, wie hier stets vorausgesetzt wird, homogen, 
iu^ * d. h. in allen Punkten gleich beschaffen , sondern auch isotrop , d. h. 

//M^«^^ in jedem Punkte zugleich nach allen Richtungen gleich beschaffen ist. 
3VÄ«/K^'^*'*^Sind die Geraden PA, PB, PC parallel mit den Axen Aet x, p, e, ' 
^'^"^P} so werden die Ebenen BPC, CPA, APB von einem Cylinder, dessen 
^~^fl/y ^''^eugende Gerade parallel PP' ist , in Flächen geschnitten , die in den 

^/ 'f-Mf-na Verhältnissen — , -i- , — grösser, als der Cylinderquerschnitt sind, wenn 
i,U. a h 6 ^ 

zur Abkürzung 

a = &isa, b = co3ß, c = eosy 
gesetzt wird ; somit sind . 

fsadm, fehdm, fecdm 
die specifischen Kräl^, mit denen das Hassenelement dm nach der 
Richtung PP' auf die Ebenen BPC, CPA, APB im Punkte Pwirkt, 
und von denen jede in Componenten nach den Richtungen der Coordiuaten- 
azeu zerlegt werdrai kann , deren Ausdrücke aus obigen durch Multipli- 
cation mit a, b, c erbalten werden. Aus diesen Componenten endlich 
ergeben sich die Spauuungscomponenten a^, i^y, t„ im Punkte P der 
fibene BPC, Ty,, ffy, t^z im Punkte P der Ebene CPA und t«, 
r,y, ff, im Punkte P der Ebene APB durch Sununation der betreffenden 
Aasdrücke für die Erälle , die von allen auf einer Seite der Ebene BPC, 
CPA, APB liegenden Massen element«u dm herrühren, also durch 
mehrfache Integration bezüglich auf r und auf die Winkel , welche die 
innerhalb je einer Halbkugel veränderliche Richtung PP' charakterisiren. 
So erhält man : 

ffs ^J'fsa^dm; Ty. = riy = t^'^'J febcdm 
Cj =Jfe 6' dm ; t„ = Tj, = Ty =jf£ c« dm 
Ol =ff6 c* dm ; txy = ryi = Tj ^fft ab dm. 
Dass die mehrfachen Integrale gleicher Form , die Ty, und T^y ausdrücken, 
einander gleich sind, obsehon sich das eine auf alle solche Richtungen 
bezieht, die mit der j/'Axe, das andere auf alle solche, die mit der 
e ■ Axe spitze Winkel bilden , ist dadurch begründet , dass , wie anch 
übrigena die Function f sich mit der Richtung ändern mag , sie doch für 
gerade entgegengesetzte Richtungen denselben Werth hat; dieselbe Be- 
merkung betrifil: die Auedrücke von t,, und r», Txy und Ty.. 

Setzt man in diesen Ausdrücken von ffi, Oy, a^, Tx, Ty, t-i nach 
Gleichung (27): 

e = a»ej+ ()*ey4- c*«^+ &c yi+ CO yy^ o6 y, 
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and bflxaich&et mit 

Ä^ = /fa^dm; Ay=/ß*äm; A,=/fc*äm 
B„— ffa'hdn; £,^=/ß'adm; B^= ffe'adm 
B^^= ffa'cdm; B^t=' ff}t^ cäm\ Bij= Jfc^läm • 
(}.=/ß'c'dm; 0, =/fe'a>dm; O, =/fa'b'dm 
H.=./fa'bcdm; H, =/fb'cadm; U,—/fc'abdm 
gewisse CoetIBcienten , die von der materiellen BeschaBedheit des 1 
abhängig und im Allgemeinen venchieden sind, eo ergiebt sich! 

0. = -4,e. + (?.«, + G,e, + B,t, + B^y, + B.,y, 

o, = o.e. + ^j«, + O.e. + B„t^ + U,r, + B^f. 

«, = (},h + 0.t, + A,e, + B^r, + B^r, + H,y. 

», = Ä«. + JS„«, + B,«. + G.y. + Ar, + if,/. 

», = S„ s. + if,,, + B„ .. + H.,. + ß,,, + B.r. 

'. = B^e, + B„B, + H.e. + H,r. + H^r,+ G.c. 

Die bei Vernachläaeigung kle 
Ordnung linearen Beziehungen zwischen 
a, T, die den Spann ungszustand , und 
Grössen e, ;', die den Deforinati 
Körpei'punkte charakterisiren, enthalten somit im 
gemeinen 15 verschiedene Elas ticit&tBoonstanten. 
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I. KSrper mit drei za eln^der senkreeliten BÜMÜeUBtsaxen. 

15. — Wenn der Körper in jedem Funkte drei zu einander 
senkrechte Elas ti ci tä tsazen hat, d. h. wenn sich von jedem 
Punkte P aus drei au einander senkrechte Kichtungen PA, PS, PC so 
ziehen lassen, dass die materielle Beschaffenheit des Körpers in P und 
somit die Function f für je zwei Richtungen PP' gleich ist, die in Be-t 
zug auf eine der Ebenen BPC, CPA, ÄPB aymmetriach liegen, deren 
Winkel mit PA, PB resp. PO sich folglich zu 180" ergänzen, während 
ihre Winkel mit den je zwei anderen dieser Richtungen gleich sind , so 
sind fiir diese Elastioitätaaxen PA, PB, PC als Axrichtungen der x, 
y, z die Elementarbestandtheile der sechs Integrale B und der drei Inte- 
grale H, in denen die Bichtungscosinus a, b, C mit ungeraden Exponenten 
vorkommen , paarweise entgegengesetzt gleich , so daes diese Constanten 
B, M verschwinden und die Gleichungen (36) übergehen in : 

ff, = Gy€,-i-Gxey + ^,ez; t, = G,}', 
mit nur noch ajjs hs E laaticitätaconstanten. Dieser Fall 
kann z. B. ab staU£ndend angenommen werden bei Holz («ine Elasticitäts- 
axe im Sinne der Fasern, die anderen dazu senkrechten tangential und 
radial bezüglich auf die Jahresringe) , in geringerem Grade bei in ge- 
wisser Weise bearbeiteten Metallen, z. S. bei gewalztem Blech (Klasticitäts- 
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axen entspreohend der Walzricbtung oder Länge, der Breite nnd der 
Dicke des Blechs). 

Nach Oleicliung (36) Bind in Bezug auf die Elasücitälsaxen die 
NonnalBpannnngen nur von den Dehnungen , die Schubapannungen nur 
von den Schiebungen und umgekehrt abhängig , erstere aber von sfinunt- 
lichen dieser drei Dehnungen, letztere nur von den gleichnamigen Scliiebnngen. 
Für die Dehnungen nach den Elasticit&tsaxen als Functionen der be- 
trefiendea Normalspannungen ergiebt eich durch Auflösung der bezuglichen 
Gleichnngen (S6) nach e., ty, e^i 

■D e« = öx ff, + jr, Oj + ffy «Tz 

D Ej. = 5, Oj + Oy (Jy + ifx Ot 

D e. = 3y ff, 4- ff» ffy + «« •'>» 
unter D die aus den CoeiScienten jener G-leichungen zu bildende symme- 
trische Determinante und unter Oi, Oy, Ot, g^, gy, g^ die beziehungs- 
weise den Elementen 4it -^yi -^n Gd öj,, ff, derselben entsprechen- 
den Unterdeterminanten veralanden, also 

A^ G, Gy 



_f A^yA + 2GxGy(?. 1 



B= G.AyG^ : 

a^ = ^y^z— ffx*! öy=^z^ — Gy»; 
5. = Gy Gz — A Gx ; gy — G« Ö, — ^y Gy ; 
Mit den Bezeichnungen: 

■D D „ 



(37) 



a, = A.A,— ß,' 



G = 



Ä,A,— G^ 
B 



0,= 



A^^—a,'' 

D 



G=7 



(38) 



~a,a,—Ä,s,' ^~ <}.o,—A,ei,' •~a,o,—A.&.] 

erhalten die Ausdrücke der Dehnungfen und Schiebungen als Functionen 
der Spannungen die folgenden Formen; 





-^ 




'-^ + f+f 




. . (39 


«■ = *+*+* 


''■=ik 




Die Constant^ E, 


E, E., 


denen hiemaoh die Verhältnisse — 


2i. 


'-^ gleich lind 



vrenn die Spannungen Oy luid a, , a^ und ff, , ff, und ffy ^ Null sind, 
heissen die Elasticitätsmod ul nach den Richtungen PA, JP B, PC 
der Elasticitätsaxen , während die Constanlen G,, Gy, G^ die Schub- 
elasticitHtsmodul beziehungsweise nach einer der Sichtungen PS 
und PC, PC und PA, PA und PB fiir die zur anderen Benkrecht«^ 
Ebene heissen. Allgemein wird unter dem Masticitätsmodul E nach 
irgend einer Richtung PP' das Verhältnies der Normalspannong ffi und 
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DehDUUg Sx im Punkte P nach dieser Richtung verstanden, wenn, falls 
letzterer die x-Axe parallel genommen wird, (jy = ff» !^ fj == Ty = r^ =: 
nnd somit (Nr. 9) ff, eine Hauptapannung, jede der beiden anderen aber 
^ Nnll ist; unter dem Schubelasticitätemodul G nach einer von zwei zu 
einander senkrechten Richtungen PP*, P P" für die zur anderen senk- 
rechte Ebene das Verhältnies der Schubapanuung z^ zur Schiebung y^, 
vi^enn, falls jene Richtungen zu den Axrichtungen der y und e genommen 
werden, a^ = ffy = ff^ = Ty = r» ^ ist, und aonut (Nr. 9) die Bichtnngs- 
linien von zwei Hanptspannungen die Winkel der Geraden P P', PP" 
lialbiren, während die dritte = Null ist. Durch die Winkel der betreffen- 
den Richtungen mit den Elasticitätsaxen und die auf letztere bezüglichen 
6 Constanten können jene Grössen E, G allgemein ausgedrückt werden. 
Dass unter Umständen die im Allgemeinen nöthigen Voraussetzungen 

(Ty = ff, = Ti = Ty = r» ^ reSp. 17, == Öy =n ff j = Ty = i» = 

. weniger eng gefasst werden können, lehren die Gleichungm (39), wonach, 
wenn die in Rede stehenden Richtungen mit den Elaaticitätsaxen zusammen- 
fallen, die Beziehung zwischen iTx nnd e^ von t^, t^, r^ unabhängig, 
die Beziehung zwischen Ti nnd y^ sogar von allen übrigen Spannungen 
unabhängig ist. 

II. ESrper mit einer ElasÜcltStsaxe. 

16. — Wenn der Körper in jedem Punkte P nur eine Elastici- 
tätsaxe PA hat, d. h. wenn seine Beschaffenheit in P nach allen 
gegen diese Axe gleich geneigten Richtungen P P* gleich ist, so ist, weön 
wieder PA, PS, PC parallel den Axen der x, y, e sind, PB mit 
PC beliebig vertauschbar nnd somit 

Aj=A,, Gj=Gz, also auch Ey = K, Cy=C^. 
Dieser Fall findet näherungsweise bei Körpern von faseriger Textur statt 
(Holz , Schmiedeeisen etc.) , sofern ihre Beschaffenheit nach verschiedenen 
zu den Fasern senkrechten Riehtungen viel weniger verschieden ist, als 
nach einer solchen und nach der Faserrichtung selbst. 

Mit den Bezeichnungen : 

Ay = A^=An; Gy = G^ = G^ 
gehen die Gleichungen (36) und (37) über in ; 

ay = G„s^-\-A„Sy+GtS^; Ty=G^yy\ . . (40) 
a^ = G„e^-\-G^Sy + ^„e^ ; t, = G^y. \ 
D = AxA*+2Gf<(?„2 — A(?x»— 2Affn» 
sowie mit den Bezeichnungen: 

Ey = Et = in 1 Oy ^ (jt ^= On 

die Gleichungen (38) und (39) in: 

D " 



■P 

(Gx - A„) G„ 
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^' ~ E, "*" C„ "•" C!. ' ^^ "" G, 

Von den Constanten ^xi -Abi Cti, Ga, welche, da £^, Eat Cij 
Ci, Functionen deraelben sind, nach Gleichung (40) und (41) die Be- 
ziehungen zwischen den Elementen des Spannungs- und des Deformations- 
zustandes bestimmen, sind übrigens nur^^_unabhän_gig, wie die Ausdrücke 
(34) jener Conatanten erkennen lassen. Ist nämlich PA' die Projection 
von FI" auf die Ebene BPC (Fig. 1, Nr. 2) und g> der Winkel 
BPÄ', so ist die den rechtwinkligen körperlichen Dreiecken, deren Kanten 
PP',PA', FB nnd PF, PA', PC sind, gemeinsame Seite P-PA' = 
90" — a, und somit 

h =^ COS (P* P B) = sin a cos q) = a' COS <p, 
c:=cosIfP G) = sin a sin qi ^:= a' sin <p, 
wenn zur Abkürzung sin a ^ a' gesetzt wird , während cos a schon 
früher mit a bezeichnet wurde. Ist femer ft die constante specifische 
Masse des (als homogen vorausgesetzten) Körpers , so ist ein Maasea- 
element deseelbon, das begrenzt wird 1) von zwei eoncenbischen Kugel- 
flächen um P als Mittelpunkt mit den Radien r nnd r-\-dr, 2) von 
zwei Kegelflächen mit dem Mittelpunkte P, deren Seiten die Winkel a 
und o -\- da mit ihrer gemeinsamen Axe PA bilden, 3) von zwei durch 
PA gehenden, unter den Winkeln (jp und y> ~\- dq) gegen die Ebene 
AFB geneigten Ebenen; 

dm = [i . dr . rda. r sin adq> = fir^ a' dr da d(p. 
Werden diese Werthe von 6, c und dm in den Ausdrücken (34) von 
Ai, Aa^ Ay resp. At, Gx und Gu= Gj resp. Gi aubstituirt, so sind 
dieselben als dreifache Integrale zu schreiben, und zwar igt die Integration 

nach g> auszuführen von bis 2?T, die nach a von bis -^n, während 

die Integration nach r von bis zu irgend einem solchen Werthe zu ge- 
schehen hat, der die Wirkungsgrenae der Molekularkräfte überschreitet. 
Indem aber die übi^ens unbekannte Function f hier nur von r und a, 
nicht von w abhängt , kann die Integration nach gi ausgeführt werden, 
und ei:giebt sich so wegen 

CT si 

ldg} = 27c; I sin^ (p cos^ tp d<p = 'y^ 

Jsin' {pd(p = Jcos^ fpd(p = 7t 
Jsin^ (fdfp = jcos*fpd<f=—7t, 
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venn noch zu weiterer Abkürzung R = ^r'.f gesetzt wird, unter R 
ebenso wie unter f eine unbekannte Function von .r und a verstanden, 
Äi = ff/lt a* fl' drdad(p = 2u JJR ö* al dr da 

(xt=^ 1 1 IRa'^sin*(pcos*g>drdadg)= —st i JRa'^drda 

Hiernach ist A„ = SG^ (42) 

und somit D= 8A^G^^ ~ iG^GJ = iG:.(2A:,G^ — G^^) 



^^= ^771- ; -E« = 4G.- 



C.--4G. Aff.-GT"' ^- — 2 ^j; 



■ (43)- 



11. — Von den durch die 5 Gleichungen (42) und (43) vei^ 
bondenen 8 Coeffidenten A^, Aa, (?,, Go, E^, -fc'n, C^, Ca der 
Gleichungen (40) und (41) können die beiden Elasticitatimodul E, und 
Eu Bxa nnmittelbarsten empirisch bestimmt werden, beziehungsweise 

= — ^ für (Xy :^ ö. ^ und ^ — ^ für o, = ff, = , durch Messung 

der Verlängerung ^= ^l, die ein prismatischer Stab (Länge = l, Quer- 
schnitt = JF), deesen Längsoxe die Richtung der Elasücitälsaxe resp. 
eine dazu senkrechte Sichtung hat, durch eine bekannte Zugkraft P er- 

F M 

leidet, indem dann ff, resp. ff j = -= und e^ resp. e, s= — ist. Mit 

der Verlängerung des Stabes ist zugleich eine Verkürzung sdner Quer- 
echnittsdimensionen verbunden , und zwar eine gleiche verhältnissmässige 
Verkürzung aller Querschnittsdimensionen, wenn die lÄngsaze des Stabes 
die Eichtang dßr Elasticitätsaze hat; wird diese verhältnissmässige Ver- 
kürzung = — c^ , also die algebraisch verstandene Dehnung nach jeder 

zur Elastieitäteaxe senkrechten Richtung = d gesetzt, so ist die 

verhältnissmässige Volumenänderung e = — W; > ^^ durch Messung 
von J(Ft) hestiminbar ist, nach Gleichung (82): c ^ i.f '--' '^ - f- - ;: 

/, 2\ 2 , e 2ex 

e ^ l 1 ) Cj , woraus — ;= 1 ; r» = 

\ m / m Es Et — e 

folgt. Indem nun aUs den 01eichungf«(41) mit ff^ = ff, ^ folgt: 

-E. ■ 
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so ergiebt sich, da diese Dehnungen tj und e, auch = e» gesetzt 

wurden, die Gleichung d, = — tnE^, wodurch in Verbindung mit den 
ö Gleichungen (42) und (43) die 6 Constanten A^, A^ , Gt , G^ , C^, 
Cn durch die drei Constanten E^, Eg und m bestimmt sind; und 
zwar findet man; 

A.=^G.;A. = E.+ ^G. i. - (44). 

E^Gg \ 



Ca = — mE„; C^ = ~2m 



mE^—2Gn ) 



Aus der .Gletchsetzung des Ausdrucks (43) von Ca mit — m Ei. folgt 
nämlich Eunächst: 

2^xG. — 6„»= —E^Gu-, AÖ. = Y G„ (y E, + G.) , 

dann durch Einsetzung dieses Ausdruckes von A^Gx in ^i^ Gleichung 

(43) für Es die Beziehung: ö» ^ — Gal damit weiter Ga aus der 

4 
Gleichung (43) üii Ea; Aa aus Gleichung (42) ; As aus der obigen 
Gleichung für A^G^ und endlich d aus dem betreffenden Ausdrucke (43)- 

18. — Der ElasticitStsmodul E für eine unter dem 
Winkel a gegen die Elas tioitätsaxe PA (die a:-Ase) ge- 
neigte Richtung PP' ei^ebt sich als Function von Ei, Ea, m, a 
dinrch folgende Betrachtung. Es sei a eine in P nach dieser Richtung 
Pf stattfindende Hauptspaanung , während die beiden anderen Haupt- 
spannungen ^ Kuli sind ; nach Nr. 9 ist dann die Spannung p ijn Funkte 
P jeder Ebene nach PP' gerichtet und ^ a multiplicirt mit dem Cosinus 
des Winkels, den die Normale der Spannimgsebene mit PP' bildet. Wird 
also (unbeschadet der Allgemeinheit) die Richtung FP' in der Ebene 
APB (parallel der o^^- Ebene) angenommen, so ergeben sich folgende 
Ausdrücke der Spannungen p^, p^, p^ im Punkte P der Ebenen BPC, 
CPAi APS mit ihren Component«n 

nach den Richtungen PA PS PC: 

Pt ::= a COS a vät c^ff cos* a, Tx=asmac03tt, Ty = 
Ps = asma „ Tx = asinaoosa, Oy^asin^a, Ti = 

J?/= „ Ty = T,= öl = 

Ihnen entsprechen nach Gleichung (41) die folgenden Dehnungen 
und Schiebungen ; 
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/cos'a , sm*a\ smaeosa 



ff. ' 

deren Einiüilirniig in Gleiohtiag (27) , Nr. 1 1 , ergiebt ; — = -« 
{cos*a , sin*a\ , , /cos*« . sm*a\ . . , sm*acos*a 

1 cos*« , si»*o , / 1 , 2 \ , , , ,,^^ 

oder nach Gleichnng (14) mit 

12^ 2 m'.g,— -Eg ^ = ^ /"*' L\ 

ön G. "" 3rB E^Eu mE^ ~ 3m \E,, EJ 

19. — WSre gemäss einer Annahme de Saint- Venant's 

_1_ _2 ?_/':5i__l.^ ?__ 

ff. Cl~8i»V^ eJ~]/KK' 

.U.™.-3»>^-4| = (» + J^)(»-4^) »0 
und somit, da tn eine positive Zahl ist, 

».-4J/5 (47), 



SO wäre die rechte Seite von Gleichung (15) ein volhtändiges Quadrat nnd 
1 ^COS^ ^ .... (48), 
fE VE.- VE^ 
also -^E= dem in die betreffende Richtung FF' fallenden Kadius der 
Ellipse zum Mittelpunkte F, deren in P.4 und FE fallende Halbaxen 
beziehungsweise ^ \/^x. und Y-^« sind. 

Die CoelBdenten der auf die Elasticitäte&xe als a:-Axe bezüglichea 
Gleichungen (40) und (41) erhielte man ans den Gleichungen (44) und (47) 
als Functionen der allein unabhängig bleibenden Gonstanten E^ und Ea- 

(?, = -!£;,; A^^^E^; a^ — iE„ 

Ffir Hölzer sind durch Versuche bestimmt insbesondere die Con- 
stanten Ei, Eo und ffnJ letztere ist der Schnbelasticitätsmodnl nach der 
Richtung der FasMn für eine mit ihnen parallele Ebene, oder eenkiecht 
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zu den Fasern für eine zu ihnen senkrechte Ebene. Diese Conatanten, 
unter En einen Mittelwerth der (freilich oft sehr verschiedenen) £laUicit&ts- 
modul nach tangentialer und radialer Richtang bezüglich auf die Jahres- 
ringe verstanden, mUssten n&herungaTrelse in der Begehung 

stehen, wenn obige Gleichungen (47) bis (49) für Holz hinlänglich 
zutreffend sein sollten. Thateächlich wird aber jene Beziehung linr sehr 
nnbefriedigend erfüllt, wie es bei der discontiuuirlichen Beschaffenheit 
des Holzes , die es gar nicht als homogenen Körper erscheinet) \aaBl, 
kaum anders zu erwarten ist. Die eigentlichen Holzfasern sind von 
wesentlich anderer Beschaffenheit, wie die sie verbindenden Gewebethcile, 
womit es auch zusammenhängt , dass die vorwiegend von der Beschaffen- 
heit der Fasern selbst abhängige Constante Ex für verschiedene Hölzer 
viel weniger verschieden und vom Feachtigkeitszustande dea Holzes 
viel weniger abhängig ist , als die Conatanten Ea und {?„ , die vor- 
wiegend oder wesentlich mit durch den Zussnunenhang der Faaem bedingt 
werden. Unter diesen Umständen kann das Holz als Constmctjonsmaterial 
überhaupt kaum Gegenstand von allgemeineren Untersuchungen sein, 
können vielmehr bei seinen verschiedenartigen Verwendungen den be- 
treffenden Rechnungen mit Sicherheit nur solche Erfahmngswerthe zu G-runde 
gelegt werden, die aus Versuchen unter Umständen abgeleitet wurden, die 
denen des betreffenden Falles der Anwendung ganz analog sind ; und da 
andere Constnictionsmateriallen , insbesondere Metalle , mit meistens ge- 
nügender Annäherung als isotrop gelten können , so sind überliaupt die 
allgemeineren Untersuchungen der Elasticitätelehre im Wesentlichen nur 
für isotrope Körper von technischem Interesse. 

in. Isotrope EOrper. 

20. — Wenn der Körper isotrop, d. h, in allen Punkten naeh 
allen Richtungen gleich beschaffen jst, so ist 

Gx=Gy=G^=G, Ax = Äy = Ä^=A, 
somit nach Gleichung (38) auch 

E^ = Ey = E, = E, a=Cy = a=C, 
und sind überhaupt die Elasticitätsconstanten für alle Richtungen resp. fiir 
alle Ebenen gleich. Nach Gleichung (44) ist dann 

m=i, G=4-E, A = ZG, C= — iE . (50), 

5 - , 

und gehen damit die Gleichungen (36) und (39) für beliebige zu einander 
senkrechte Axrichtungen der x, y, e Über in; 



ffy =(?(«,+ 3 «y+C) 

<r, = 0(5, + «,+ 3>,) 
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Indem der Werth m^=: 4 in Uebsreinstimmimg ist mit Gleichoag 
(47), kann er als Stütze der dieser Gleichung zu Grunde liegenden An- 
nahme gelten. 

Da gemäss den betreffenden Gleichungen (51) die besonderen Werthe 
I, ^ , Ty = , t^^O 
und y, = , y,. = , y» = 
sich g^nseitig bedingen , so folgt schliesslich noch , dass bei iso- 
tropen Körpern die Richtungen der Haup tsp an nnngen 
immer mit denen der Hauptdehnungen zusammenfallen. 
Bei anderen Körpern kann das gemäss Gleichung (35) nicht behauptet 
werden ; bei Körpern mit drei zu einander senkrechten Eiasticitatsaxen 
nach Gleichung (36) , nur dann , wenn die Hauptspannimgs - oder die 
Hauptdehnungsrichtungen mit diesen Eiasticitatsaxen tur den betreffenden 
Punkt zusammenfallen ; bei Körpern mit einer Elasttcitätsaze nach Gleichung 
(40) nur dann , wenn mit ihr eine der Hauptepannungs - oder der Hanpt- 
dehnungsrichtuDgen zusammenföllt. 

21. — Versuche zur Bestimmung der Congtanten m 
haben dieselbe meistens < 4 und mit der Körperart wechselnd ergeben ; 
nicht geringer sind freilich die Verschiedenheiten , die verschiedene Beob- 
achter für nahe gleichartige Körper gefunden haben. So, fanden ") im 
Mittel 

für Glas: Werth eim m = 3, Cornu nahe m = i; 
für Messmg: Wertheim m = 8,17, Kirchhoff «i = 2,58, 
wobei aber letzteren Falles zugegeben wird , dass das angewandte hart 
gezogene Messing nach der Zugriehtung eine merklich andere ElastJcität, 
wie senkrecht dazu haben mochte ; 

Kirchhoff fflr glasharten Stahl »t = 3,40, k a t o w für verschiedene 
und anf verschiedene Weise behandelte Stahlarten m = 8,05 bis 3,64, 
Schneebeli für weichen Stahl m==3,30, für federharteu m=-3,38. 

Die Abweichung dieser Zahlen von dem theoretischen Werthe tn = i 
kann theils von der Schwierigkeit, den unvermeidUchen Beobachtungs- 
fehlem und Nebenumständen der Versuche, theils davon herrühren, dass 
die verwendeten Körper nicht wirklich isotrop waren, oder dass sie 
wenigstens, wenn sie es auch ursprünglich sein mochten, doch in Folge 
des einseitigen Zuges bei den Versuchen selbst es zu sein aufhörten. 
Welches auch die Ureachen sein mögen, so ist es rathsam, einstweilen 
als Tbatsacha gelten zu lassen, dass die Constante m für verschiedene, 
wenn auch im Uebrigen als isotrop zu betrachtende Körper einen ver- 
schiedenen Werth haben kann, und dann auch in den betreffenden Formeln 
über diesen Coefficienten vorerst nicht in bestimmter Weise zahlenmässig 
zn verfügen, sondern ihn als allgemeine Buchstabengrösse einzuführen vor- 
behaltlich des derselben jeweils beizulegenden Zahlen werthes. Dann kann 
aber vo n den Gleichungen (36) bis (39) überhaupt nicht mehr aus- 
ge gangen we rden , weil sie eben für isotrope Körper unvermeidlich zu 



*) Dr. Ad. Wtillner, Lehrbuch der Experimentalphysik, Bd. I, 3. Aufl., 
i 61. 
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m = i fl llifFn ; iadeasen tmd dann die Beöehnngen zwischen dem 
^Mnnirng»- und dem DefonoatJonsziutfuide dnrcli folgende Betiachlong sa 
eiiudten. 

22. — Wenn anf den isotropen Körpw nur nach einer Richtung 
rin änsgerer Zug (algebraisch rerstandeu, so dasB der Absolntwerth eines 
negatiTen Zuges einen Dmck bedeutet) ausgeübt wird, so ist die dadurch 
nach dieser Richtung, etwa nach der Richtung der x-Axe, hervorgerufene 
Normalgpannung nne Hsaptspannung = «r, und zwar Oj ^= Ee^ , eofem 
die Stirke des Zuges eine solche Grenze nicht äbersclirelfet , daas das 
Verhältniss der Spannmig zur entsprechenden Delmang e^ dem Elasli- 
citätsmodnl E gleich gesetzt werden darf; zugleich ist damit nach^Jeder 

zur Zngrichtung senkrechten Richtung eine Dehnung = ^ verbanden. 

Ebenso ist ^ einen nur nach der Richtung der y-Axe ausgebbtoi Zug t 
0, =:£ey nud nach jeder dazu senkrechten Richtung die Dehiiang = 

^ —, sowie ftr einen nur nach der Richtung der e-Axe ausgeübten 

m 
Zug : (Tg ^= Efi und nacli jeder dazn smkrechtea Richtung die Deh- 

nung = . 

Finden die genannten drei Zage gleichzeitig statt, so bleiben 
die Spannungen (Jj , (Tg , a, Hauptspannungen , die Uauptdehnungen aber 
werden : 

, , «■+'' . . _. _±+i 
«,_«, -^—, «,_.. ^ , 

vorausgesetzt, dass sie die nach den Richtungen der Hanptepanmmgen 
stattfindenden Dehnungen sind, woraus zur Bestimmung derHaapt- 
dehnungen durch die Hauptspannungen die Gleichungen 
folgen': 

.E^ = ..- '■ + ''■ , 
^ ■ m 

Zar nmgekehrten Bestimmung der Hauptspannungen durch 
die Hauptdehnungen sind diese CMeichnngen nach a^ , 0^t O3 ^^' 
zulösen. Darch Addition derselben folgt zunächst; 

(1 -!■)(», +«, + »,) = £(€, + e, + s,) = R, 

unter e die verhältaissmässige Volumenausdehnung verstan'den, dann durch 
Addition der hieraus und aus der ersten von obigen drei Gleichungen 
folgenden 

0,4-0,4-0. = — Ee 

"^ !^ » m — 2 

und Mff, — ff, — ffg ^ ffl Es^ 

oder mit der Bezeichnung: G = -^ -j— i"^ " '-^^-* 



. . . (62) 
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sowie mit Rücksicht auf <lie Symmetrie der Gleichangen bezüglicli ff,, ffj, 0g 
und e, , tj, Cg : 

Diese Gleichungen gelten aber nicht nur für die Richtungen der 
Haupts pannungen, sondern fiir beliebige drei zu einander senk- 
rechte Sichtungen; denn für eine beliebige Richtung, die mit denen 
der Hauptspannungen die Winkel a, ß , y bildet , ist ihnen zufolge : 

ff^ff, cos* ß-|- o, cos* (3 -j-"Os cos' y nach Gleichung (15), Nr. 7, 

= 2G(e, cos'a-|-«j cos'ß-^e^ cos' y -| r-l 

= 2G(e-l ^) nach Gleichung (31), Nr. 13; 

inabesondere also auch fOr beliebige rechtwinklige Coordinatenaxen : 

.\ m — 2/ m 

ay = 2G(ey-\ ~); £«,=(,„ — -^^^ 

. \ ' m — 2/ ' ' IM 

a. = 2(?(.. + ^); £^ = „.-^+Sl 
\ ' m — 2/ m 

e = e, + Cy + e^ . 
Die Gleichungen ftir ex, Sy, Gi sind die Auflösungen der Gleichungen 
für o, , Oy, iftk^ nach e, , Sy , e, • Mit ffj- = ff, = folgt daraus: 

' ' wi * " 

Die Bedeutung der Constauten G endlich, die bei dieser Entwickelung 
zui^hst nur als einfache Bezeichnung einer gewissen Function von E und m 
erscheint, einlebt sich daraus , daas die Normalspannung O nach einer 
Richtung, die mit den beliebigen Coordinatenaxen der X, y, Z die 
Winkel a, ß, y bildet, 

a=2G\e-\ £--^j nach Gleichung (27), Nr. 11 auch 

= 2G[e, cos'a-|-% cos*/9-j-^ eos^y-\-yxCOSßcosy-\-Yy cos y cos a 

-\- y^cos acosß-\ (cos* o -j- cos* ß + cos* y)] 

istr während nach Gleichung (6), Nr. 5 : 

ö = ffx cos* a-\- üy cos* ß -{- Ot cos'j' + 2ti cos ß cos y 
+ 2 Tj cos y cos a-f- 2 Ti cos a cos ß 
ist. Aus der Vergleichung lieider Ausdrücke von ö ergiebt sich mit Rück- 
sicht auf die Gleichungen (53) : 
(ffy, — Tx)C0S(Scösj'-|-((?y5, — iry)cos)'cosa-)-((?j', — t^^cosacosß^a 

Qrtahof, Elanlcltitt und FeilLgkait. 3 , , , 
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Für jede Richtung o, ß, f, also; 



77 



(54), 



wodurch Q ftla flir Rp^lllhp^^y^ti^;itjifflplnd1ll und zugleich nachträglich erkannt 
wird, dass die durch j'^ ^ ^^r ^ j*! = charakterisirten Hauptdehanngen 
in der That nacli deneelben Richtungen stattfinden wie die durch Tj ^ 
^ Ty :^ Tj = charakterisirten Hauptspannungen. — 

Mit m :=^ 4 stimmen die Gleicliungen (52) — (51) mit den Gleichungen 
(60) und (61) Überein. 



D. Allgemeine Bestimmung der Hauptdehnungen für jeden Punkt 

eines In gegebener Weise gestQtzten und belasteten isotropen 

Körpers. 

23- — In der Einleitung wurde ea als die Hauptaufgabe der tech- 
nischen Elasticitäts- und Festigkeitslehre bezeichnet, gewisse Dimensionen 
oder belastende Kräfte eines Körpers so zu bestimmen , dass der Defor- 
mation szustand desselben in keinem Funkte eine gewisse erfahrungsmässig 
als höchstens zulässig erachtete Grenze überschreite, eine Forderung, welche, 
da der Defonnationszustand in einem Körperpuskte (Nr. 10) durch die 
Dehnungen e bestimmt ist, die in demselben nach den verschiedenen 
Richtungen stattfinden, darauf liinauskommt , dass, wenn e' eine positive, 
s" den Absolutwerth einer negativen Dehnung bedeutet , diese Grössen e' 
und e" in jedem Funkte des K.örpers höchstens gewissen Werthen gleich 
sein sollen, die hei isotropen Körpern von der Richtung unabhängig sind, 
unter sich aber verschieden sein können, f Indem aber femer (Nr. 13) 
unter den Hauptdehnungen sich die grösste und die kleinste Dehnung 
(algebraisch verstanden) befindet , die in dem betreffenden Punkte nach 
irgend einer Richtung stattfindet, unter den Äbsolutwerthen der Haupt- 
dehnungen also der grösale Werth von e' und von e", sofern überhaupt 
diese zweierlei Dehnungen in dem betreffenden Punkte vorkommen , so 
erfordert die altgemeine Lösung jener Hauptaufgabe vor Allem die Be- 
stimmung der Hauptdehnungen für jeden Punkt P eines in gegebener 
Weise gestützten und belasteten Körpers, die bei isotroper Beschaffenheit 
desselben auf folgende Weise geschehen kann. 

Sind X, y , z die ursprünglichen rechtwinkligen Coordinateu des 
Punktes P, imd ^, tj, C ihre Aenderungen durch die Belastung und ent- 
sprechende Deformation des Körpers, so ist nach Gleichung (53), (54) und (26) : 



Oj = 



\iix^ m — 2/ 



KS^ 



n — v 



. = «(|J 



= ''(: 






Jl+h+S , 



\iy vj. 
1 m 



.(66) 
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Diese Ausdrücke der SpannnngBComponentea Ot, Oy, Oi, t^, Ty, T, sind 
in die Gleiohangen (2): 

da: '• ip ig 
hl, 

dx by is »j 

sinzafuhren, weiche dadurch drei simnlUae partielle Difieraiüalgleichniigni V- ^?^^T . 
ETreiter Ordnung für die Functionen |, ij, % der unabhängig Yariftblen j#.*^^^-^ 
X,y, e werden. Darch die Integration dieser Gleichungen werden Con- ^Ifi^i^} 
stante oder vielmehr im Allgemeinen Functionen eingeführt , die nur in 
Beziehung auf diejenige Veränderliehe conafant sind, d. h. digenige Ver- 
änderliche nicht enthalten , nach welcher eben integnrt wird , und diese 
Functionen sind durch die Oberflächenbedingungen bestinunt, 
nämlich theils dadurch, dasB die Spannungscomponenten 

fcosX, pcosfi, pcosv 
in den Gleichungen (3) : 

pcosX = <TtCOsa-\-TiCosß-\-TjeosY 

pcosfi = VtCosa-^aYCOsß-\-TxC03y- 

j)cosv = ryCOsa + TiCOs/3 + £r, cos/ 
für die Punkte der Körperoberfläche gegebene (durch die Belastung un- 
mitt«lbar bestimmte) Werthe haben, theils- dadurch, dasa i, t}, t selbst 
für gewisse Punkte gegeben , insbesondere = Null g^ben sind (fest« 
UnlerstützungBpunkte) oder auch zu den betreffenden Pressungen in ge- 
wissen Beziehungen stehen (nach^ebige, elastische Unterlagen). 

Wenn ^, 1^, ^ als Functionen von x, y, z gefusflen sind, flndet 
man entweder 

<Ti ffj. «i Ti T, T, 

nach (65), dann die Hanptepannungen als Wurzeln der Gleichung (S): 

(ffx -^ ff) (ffy ff) (ffi ff) — (Ox — ff) Tx' (ffy ff) Ty* (ff, ff) T,* 

+ 2 Ti ry X, = 
und endlich die Hauptdehnnngen nach Gleichung (53): 
„ Of^o. ^ a»-\-o, „ fft + ff» 

oder auch die Dehnungen und Schiebungen 

ex fij e, y^ fy y, 
mittels der Gleichnngen (26) : 

" ix' " ht^if 

..=^! 1-. = -^+^ 
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lind dann die Haupldehnungen als Wurzeln der Gleichung (30): 

4(£^ — £)(fy — e)(e,— £) — (e, — e)yx* — («y — e)yy« — (c-e)?-.« 
+ y- yy 7. = Ö ■ 
So ein&oh im Princip Ubrigeii§ dieaea Verfahren auch erscheint, eo 
schwierig kann es in der Ausflitiruiig sein bezüglich der Integration jener 
simultanen partiellen DifTerentialgleichungen , die aur in specielleu Fällen, 
zumal in einer für die technischen Anwendungen geeigneten Form, gelingt. 
unter diesen Umständen ist es rathsam , mit den einfachsten Specialfällen 
zu beginnen und mit Benutzung der dafür gewonnenen Resultate zu weniger 
einfachen Fällen fortzuschreiten. Statt einer allgemeinen Integration jener 
partiellen DifTerentialgleichung^i muss man sich dabei in der Regel be- 
gnügen , denselben durch geeignete Annahmen versuchsweise Genüge 
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ZWEITER ABSCHNITT. 
Gerade stabfOrmige EOrper. 



24. -^ Denkt man sich die Form eines Körpers entetanden durch 
Bewegung einer ebenen Fläche längs einer Curve auf solche Weise , dass 
die bei dieser Bewegung im Allgemeinen veränderliche ebene Fläche be- 
ständig in ihrem Schwerpunkte rechtwinklig von der Curve geschnitten 
wird , so heisse letztere die Mittellinie und jeder zu ihr senkrecht« 
ebene Schnitt (der erzeugenden Fläche in ihren verBchiedenen Lagen ent- 
sprechend) ein Querschnitt des Körpers. Ein Körper, der auf solche 
Weise entstanden gedacht wird, soll ein Stab förmiger Körper im 
weiteren Sinne genannt werden, und zwar ein gerader stabförmiger 
Körper, wenn die Mittellinie, die dann auch die Axe des Körpers 
heisst, eine gerade Linie ist. 

Im weiteren Sinne kann hiemach zwar jeder Körper als stabförmig 
aufgefasEt, doch soll im Folgenden diese Auffassung auf solche Fälle be- 
schränkt werden, in denen zugleich die Belastung, von solcher Art ist, 
dass injedem ^Punkte P . icgsod eines Querschnitte mit Bezug auf recht- 
winklige Axen der X, Jf_, Z,, von denen die a>-Axe senkrecht zn diesem 
Qü^chnitte isl, die Spannungacomponenten n, , o, und i^ ohne wesent- 
lichenFehl^r =^ Nuß .gesetzt werden können , so dass die Untersuchung 
sich auf Spannungen in den verscliiedenen Punkten eines Querschnitte 
beschränkt , die theils Normalspannungen O^ , theils Schubspannungen Ty 
und 7: beziehungsweise im Sinne der e-Aie und der ^-Axe sind, und 
denen bekanntlich ebenso grosse Schubspannungen im Sinne der x-Aie 
in den zur 2 - Axe und zur if - Axe senkrechten Ebenen entsprechen. Nach 
Nr. 9 ist dann eine Hauptspannuqg (Tg := und sind die beiden anderen 
die Wurzeln der Gleichung (21, a); 

a»— o, ff — T,» — 7,^ = . . . (21, a), 
ist also, unter t ^ V^y' + Ti' die resultirende Schubspannung in dem 
betreffende Funkte des Querschnitts verstanden, 
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Was die Richtungen dieser Hauptspannungea betrifil, so folgt aus 
den beiden ersten der Gleichnngen (7) , Hr. 6 , mit j ,, = ff. = t^ =: ; 
cos Ol : eosß: COS>' = 

= Ti Ti Ty (ffy — ff) : Ty T, Ti (Ux O) : (ffx — ö) (.fy C) — ^i* 

= Ty <J : Ty T^ : ff * — Ö, ff, — Tb* , 

also mit Rücksicht auf die fUr ff^ und ffg gül^ge Gleichung (21, a), 
ferner mit ffj s= , und wenn a, , (?, , y^ resp. Og , (S, , y, resjf. o, , 
^j ) y» beziehungsweise die RichtnngBwinkel von ffj , ff j , ff, bedenten, 



COS;*, 



COS /i ^ ffj : Ta ; 
cos y, = ff, : r, ; 

cos /g ^ : Ty : ■ 



<^i 



^^ffi^ + i« 



= 0„ 



Kff,> + T 



, cosy,:^ — — ■ ■ 

»^ff,»+r» 



Kffj' + J» 



•SY, = - 



Diese Werthe von cosa^, cosß^, cosy^ lassen erkennen, dass die 
Richtitngslioie der Hauptspannung ff3 = in der Querschnittsebene YPZ 
(Fig. 3) senkrecht zur resultir enden 
Schubspannung r gerichtet ist, dass 
somit die Richtungslinien der Haupt- 
Spannungen ff^ und ff, in der Ebene 
liegen, die in der Ricbhingslinle von 
T die Querschnittsebene rechtwinklig 
schneidet; in dieser Ebene sind üe durcli 
die Winkel a^ und or^ bestimmt. 

Fflr die Hanptdebnnngen e^, (^, e, 
nach den Bicbtongen von a^, ff, , ffj 
ergeben sich mit ffg = und mit den 
Werthen (56) von ff, und ff, bei Vor- 
aussetzung eines isotropen Körpers nach 
Gleichung (63) die Ansdrficke: 




Ee^ = ffi — 

Ee, Im 
EE,i 



2m 



Ee^ = ffg - 



1 



Ee^ = 



rC'^i + '^.) 



-a. + ^-V'^JTl^': Es,= 



25. — Wena die Mittellinie eines Btabförmigen Körpers als Ort der 
im ursprunglichen Zustande darin liegenden materiellen Punkte aufgefasst 
vrird, so soll dies dadurch ausgedrückt werden, dass sie als materielle 
Mittellinie bezeichnet wird, resp. als materielle Axe bei einem 
im ursprltngliclien Zustande geraden stabförmigen Körper. Ebenso ist 
unter einnn materiellenQuerschuitte ein solcher verstanden, der 
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als Ort der im nreprünglicheii Znstaude darin liegenden materiellen Punkte 
anfgefaSBt «ird. Durch die Belastung deg Körpers erfahren sone materielle 
Mittellinie nnd seine materiellen Querechnitte gewisee Deformationen, können 
insbesondere die letzteren zu krummen Flächen werden, und es sind selbst- 
verständlich die materielle Mittellinie resp. die materiellen Quer- 
schnitte gemeint, wenn von der deformirten Mittellinie reap. von 
den deformirten Querschnitten des belasteten stabformigen Kör- 
pers die £ede sein wird. 

Um die Wirkungen zu untersnchen, die in einem Querschnitte F 
eines stabformigen Körpers dnroh dessen Belastung hervorgerufen werden, 
ist es einerlei, ob man den einen oder den anderen der beiden durch 
diesen Querschnitt F getrennten Theile A, 3 Aea Körpers mit den an 
ihnen angreifenden äusseren Kräßen in Betracht zieht; beide Systeme von 
Kräften sind mit einander im Oleichgewichte durch Yermittelung der 
gleichen und entgegengesetzt gerichteten inneren KräAe in den Flächen- 
elementen von F. Das gerade in Betracht gezogene dieser beiden Systeme 
von Kräften soll das System der äusseren Kräfte für den Quer- 
schnitt i^ genannt werden; ist es dasjenige, welches an dem Körper- 
theile B angreift, so werden die Spannungen im Querschnitte F ver- 
standen im Sinne von Kräften, die von dem Körpertheile S auf den 
Eörpertheil A ausgeübt werden. 

Die äusseren Kräfte lassen sich ersetzen durch eine im Schwerpunkte 
des Querschnitte F angreifende resulUrende Kraft J2 imd ein resul- 
tirendes Kräilepau- M. Die Resultante S. werde in zwei zu einander 
senkrechte Componenten if, und R^ zerlegt, von denen erstere senkrecht 
zu F gerichtet ist und positiv oder negativ gesetzt werde, jenachdem sie 
die Richtung von A gegen S oder von B gegen A hat. Fhenao werde 
das resulürende Paar M in zwei Componentenpaare Jlf, und M^ zerlegt, 
von deren zu einander senkrechten Axen die des ersten senkrecht zu F 
ist. (Die Axe eines Kräflepaares ist eine zu dessen Ebene senkrechte 
Gerade, auf der in bestimmtem Sinne eine dem Moment des Kräftepaares 
proportionale Strecke abgetragen wird, so dass sie das Kräftepaar bezüg- 
' lieh auf die Richtung seiner Ebene , den Sinn seiner Drehung und die 
Grrösae seines Momentes darstellt.) Ist ntm F ein dem materiellen Quer- 
schnitte F unendlich nahe benachbarter des Körpertheils A, so haben die 
Kräfte B^ , B^ und KräHepaare Mi , M^ einzeln die folgenden Wir- 
kungen. 

Die Krafl B-y verursacht, jenachdem sie positiv oder negativ ist, posi- 
tive oder negative Kormalspannungen in den Flächenelementen von F, 
die der Grösse nach so vertlieilt sind , dass ihre Resultante durch geht 
und :^ Bi ist. Die entsprechenden positiven oder negativen Dehnungen 
haben eine Zunahme oder Abnahme der gegenseitigen Entfernung der ma- 
teriellen Querschnitte F und F zur Folge. 

Das Kräftepaar M^ verursacht Normalspannungen, die in den Flächen- 
elementen von F der Grösse nach so vertheilt sind, dass sie sich auf ein 
dem Paare M^ gleich werthiges Kräftepaar reduclren lassen. Die ent- 
sprechenden , tfaeils positiven , theils negativen Delmungen haben eine 
Aenderung der gegenseitigen Neigung von F und F' zur Folge. 

Die Kraft B^ verursacht Schubspannungen in den Flächeuelementen 
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von F, die der Richtong und Grösse nach so vertheilt sind, dass sie fssab 
duich gehende, nach Richtung und Grösse mit S^ tiberein stimm ende 
Resnltante haben. Die entsprechenden Schiebungen haben eine gegen- 
seitige Verschiebung von F und F' zur Folge. 

Das Kräfitep)uir "M.^^ verursacht Schubspannungen, die in den Flächen- 
elementen von F der Richtung und Grösse nach so vertheilt sind , dass 
sie sich auf ein dem Paare M^ gleichwert higes Kräftepaar reduciren lassen. 
Die entsprechenden Schiebungen haben eine gegenseitige Verdrehung von 
F und F' zur Folge. 

Während so die angeftilirten Hauptwirkungen , bestehend in Aende- 
rungen der Entfernung oder der Neigung, in einer gegenseitigen Ver- 
schiebung oder Verdrehung der materiellen Querschnitte F, F' , durch 
die Art der in diesen stattfindenden Dehnungen und Schiebungen bedingt 
werden , bt die gleichzeitig erfolgende Krümmung der Querschnitte von 
den Gesetzen abhängig, nach denen sich die Dehnungen imd Schiebungen 
von Punkt zu Punkt in F, sowie von den Punkten des Querschnitts F 
zu den entsprechenden Punkten von F' ändern. 

26. — Bei (im ursprünglichen Zustande) geraden stabförmigen 
Körpern, von denen allein in diesem Abschnitte weiterhin die Rede 
sein soll , ist die Belastungsweise oft von solcher Art , dass im Vergleich 
mit der Wirkung einer der Kräfte Bj , "R^ oder eines der Kräft^aare 
jlfi , itfj die Einflüsse der übrigen dieser Grössen auf den Spannungs- 
und den Deformationszu stand in den Querschnitten des Stabes und auf 
die Deformation seiner Mittellinie ohne wesentlichen Fehler vernachlässigt 
werden können, dass also in Betreff der Art und Weise, wie die Elasti- 
cität des Stabes sich äussert, einer der folgenden vier einfachen Fälle vor- 
ausgesetzt werden kann, deren Kennzeichnung sich auf den ursprünglichen 
Zustand des Körpers bezieht, in dem seine materiellen Querschnitte 
eben sind. 

1) Zug- oder Druck-Elasticität. Die äusseren Kräfte lassen 
sich für jeden Querschnitt des betrachteten Stabes oder Stabtheüs durch ' 
eine Resultante (Kj nach der Bezeichnung . in Nr. 25) ersetzen, deren 
Richtungslinie In die Stabase fällt ; jenachdem sie ziehend auswärts oder 
druckend einwärts wirkt, wird dadurch der Körper verlängert und event. 
zerrissen oder verkürzt und event. zerdrückt. 

2) Biegungselasticität. Die äusseren Kräfte lassen sich für 
jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräftepaar (jtfg nach der Be- 
zeichnung in Nr. 25) ersetzen, dessen Ebene den Querschnitt recht- 
winklig schneidet ; der Körper wird dadurch verbogen und event. zer- 
brochen. 

3) Schubelasticität. Die äusseren Kräfte lassen sich für jeden 
Querschnitt durch eine Resultante (iJj nach der Bezeichnung in Nr. 26) 
ersetzen , deren Richtungslinio in den Querschnitt iallt und durch dessen 
Schwerpunkt ge)jt ; der Körper wird in sich versclioben und event. In 
einem Querechnitte abgeschoben. 

4) Dre hun gsel as ti ci tä t. Die äusseren Kräfte lassen sich für 
jeden Querschnitt durcli ein resultirendes Kräftepaar (üf, nach der Be- 
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zeichaung in Nr. 25), ersetzen, dessen Ebene dem Querschnitte parallel 
ist ; der Körper wird um aeine Axe verdreht und event. abgedreht. 

Bei dem ersten und zweiten der obigen einfachen Fälle und bei den 
ihrer Combinatton entsprechenden Specialtallen handelt ee eich nur um 
Normalspannnngen ff und Dehnungen e im Sinne der Stabaxe, die dann 
Hanptspannaugen resp. Hauptdehnungen 1^te^v^ll^14e\£(JldV Xlkü'V.'ti'iHt 
^^^9^UJ und , sofern sie hinlänglich klein sind , mit Rücksicht auf die 
Abstraction von Normalsparnungen senkrecht zur Axe in der Beziehung 
stehen: a = EE, unter E den Elasticitätsmodul des homogenen Materials 
im Sinne der Stabaxe verstanden; als isotrop braucht dabei dieses nicht, 
sondern nur vorausgesetzt zu werden, dass es nach der Richtung 
der Stabaxe in allen Punkten gleich beschaffen ist. Die 
Forderung, dass s' und e" (Nr. 23) gewisse Werthe nicht überschreiten 
sollen, kann dann ersetzt werden durch die Forderung, dass, wenn a' eine 
positive Spanniuig a (eine Spannung im engeren Sinne), a" den 
Äbsolutwerth einer negativen Spannung a (eine Fressung) bedeutet, 
diese Grössen o' und a" höchstens gewisse erfahrungsmassig zulässige 
Werthe haben sollen, die in der Folge mit k' resp. k" bezeichnet werden 
oder auch einfach mit k , falls k' = kf' gesetzt wird oder eine Unter- 
scheidung der vorkommenden Spannungen in Beziehung auf ihren Charakter 
tris Spannungen im engeren Sinne oder Fressungen der Natur der be- 
trefienden Aufgabe gemäss nicht in Betracht kommt. 

Bei dem dritten und vierten der obigen einfachen Fälle und bei den 
durch Gombination derselben hervoTgehenden Speciallallen kommen als 
Spannungen nur die Schubspannungen t in den verschiedenen Punkten der 
Querschnitte in Betracht, die zu den betreffenden Schiebungen ;' in der 
Beziehung r=Gy stehen, unter G den Schubelasticitätsmodul für die 
Querschnitte verstanden ; damit derselbe nach allen Richtungen m diesen 
gleich sei, muss vorausgesetzt werden, dass das Material des Stabes, wenn 
auch nicht isotrop, so doch homogen mit einer Elasticitätsaxe im 
Sinne der Stabaxe sei. In solchen Fällen sind nach Nr. 9, 
Gleichung (21, c) die Hauptspannungen: 

a^=T, ffg = — T, ff j := , 
somit auch die Hauptdehnungen nur von r abhängig, insbesondere bei 
isotropem Materiale nach Gleichung (53): 

so dasB die Forderung, betr. die Nichtiiberschreitung gewisser Werthe von 
e' und e" , hier dadurch erfiillt werden kann, dass mau die Schnb- 
spannnng t höehstens einen gewiesen erfahrungsmassig zulässigen Werth 
annehmen läBSt. 

In all en an deren Fällen, also immer dann, wenn zugleich Normal- 
und Schubspannungen in den Querschnitten vorkommen^ wird der Körper 
als isotrop vorau^esetzt. In solchen Fällen ist es wesentlich, daran 
festzuhalten, dass principiell nicht sowohl a' , ff" imd t, sondern die 
Ausdehnungen und Zusammen Ziehungen e' und s" geTEiase. Werthe nicht 
überschreiten sollen ; weil aber einmal die oben mit k' und h" bezeich- 
neten Werthe in der technischen Elasticitätslehre sich eingebürgert haben, 
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Bo möge der den zusammengesetztereii Aufgaben zn Grande zu legenden 
Fordeni&g aucli die Fassung gegeben werden , dase die Produkte 
Ee" und ^c" in allen Punkten des Körpers höchBtens ge- 
wissen Wertlien k" resp, k" gleich sein sollen; diese änd 
dieselben wie die oben bemerkten zulässigen Grenzwerthe von a' und a" 
einer NonnalspanDnng oder Pressung , wenn sie als altein Ton Null ver- 
schiedene UauptspuinuDg in dem isotropen Körper vorkommt. 



A. Einfache Fälle der Elasticität gerader stabförailger Körper. 
I. Zug- oder Druck -ElasItcltSt. 

27. — Indem dieser Fall erfordert , dass die Resultante der äusseren 
Kräfte für jeden Querschnitt in der Stabaxe Hegt, müssen diese EräfEe 
theils selbst in Punkten der Axe angreifend längs derselben gerichtet sein, 
theils filr jedes zwischen zwei unendlich nahe benachbarten Querschnitten 
enthaltene scheibenfönnige Körperelemeut eine in die Äse fallende Resul- 
tante haben , wie es insbesondere dann der Fall ist , wenn der Stab an 
den Enden von zwei gleichen und längs der Aze entgegengesetzt wirken- 
den Kräften angegriffen wird, während die Schwerkräfte der Körperelemente 
nur dann jener Forderung entsprechen , wenn die Stabaxe vertical ist, 
widrigenfalls von den zur Axe senkrechten Componenten dieser Schwer- 
kräfte abstrahirt werden müsste. 

Wenn die Spannung o in Ermangelung genügender Anhaltspunkte 
fiir eine anderweitige Bestimmung ihres VertheilungsgoBetzes als gleich für 
alle Funkte eines Querschnitte vorausgesetzt wird (was um so zutreffender 
sein wird , je weiter der Querschnitt von den Stabenden , überhaupt von 
den Angriffspunkten endlich grosser Kräfte entfernt ist), so Ist sie für den 
Querschnitt *=: F, ftir den die Resultante der äusseren Kräfle =r iJ ist, 

ff = -p, und ist k^maxi-^) ■ ■ . (60) 

die BedingungsgleichuDg dafür, dass a höchstens =k sein soll. Ist x 
die Entfernung irgend eines Querschnittes F von einem Ende des Stabes, 
und E der Elasticitätsmodul nach der Axrichtung desselben, so ist die 
Längenänderung der (nach wie vor geraden) Stabaze, deren ursprüngliche 
Länge ^ l sei, 



=Jlda,=J-^dx = ^J^dx 



(61). 



Insbesondere (üi den Fall eines prismatischen Stabe s 
{F = Const.), der nijr an den Enden von entgegengesetzt gleichen, längs 
seiner Aie wirkenden Kräften P (ß, = Const. = P) angegriffen wird, ist 
p PI 

a=-^ = k und Jl = ^j, . . . . (62). 

28- — Diese letzte Gleiehung kann zur experimentellen Be- 
siimmungdesEtasticitätemodul 
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dienen, indem die Verlängeniiigeii ^ Z gemeäaeu werden, die ein aus dem 
betreffenden Material bestehender prismatischer Stab von bekannter Länge l 
und bekanntem Querschnitte F (bezogen auf den ursprünglichen Zustand) 
durch ziehend wirkende Belastungen P erfährt, die so lange vergrijssert 
werden , als die entsprechenden Werthe von E noch keine Abhängigkeit 
von P deutlich erkennen lassen; indem dann die Unterschiede dieser auf- 
einander folgend gefnndenen Werthe den unvermeidlichen Beobachtungs- 
fehtem und zufälligen Nebenumständen zuzuschreiben sind, ist ihr arith- 
metisches Mittel mit um so grösserer Wahrscheinlichkeit als der wahre 
Werth von E zu betrachten, je zahlreicher und je weniger im Kesultat 
verschieden die einzehien Versuche sind. Damit Letzteres in hinlänglichem 
Grade erwartet werden könne, müssen die Stäbe möglichst lang genommen 
werden, indran dann einem gewissen absoluten Beobachtungsfehler von^Z 
ein möglichst kleiner verhältnissmässiger Fehler dieser Grosse und somit von 
E entspricht. Aus diesem Grunde sind Compressionsversnclie (drückend 
wirkenden Belastungen P und negativen Werthen von ztl entsprechend) 
weniger geeignet wegen der Schwierigkeit , dabei die Bi^ung eines 
längeren Stabes ohne Einführung anderweitiger störender Einflüsse zu 
verhindern. 

Ist insbesondere P' die ziehend wirkende Belastung, durch die der 
prismatische Stab zerrissen, P" die drückend wirkende, durch die er 
zerdrfickt wird , so heissen 

unter F immer die ursprüngliche Grösse des Querschnitts verstonden, 
beziehungsweise die Zugfestigkeit und die Druckfestigkeit des 
betreffenden Materials nach ' der Längenriohtung des Stabes. 

Zur Bestimmung von K' brauchen die Stäbe nicht sehr laug zu sein, 
und ist nur liauptsächlich Sorge zu tragen, dasa die Richtungslinien der 
belastenden Kraft am einen imd der Widerstandskraft am anderen Ende 
möglichst genau mit der Axe des Stabes zusammenfallen'; auch ist es 
zweckmässig, diese Enden etwas zu verstärken, damit der Riss an einer 
solchen mittleren Stelle erfolgt, wo eine gleichförmige Vertheilung der 
Spannung im Querschnitte mit genägender Sicherheit vorausgesetzt 
werden darf. 

Bei den Versuchen zur Bestimmung von K" wurden die Körper 
meistens in Form von Würfeln oder niedrigen Cyündem (Höhe wenig 
verschieden vom Durchmesser) angewendet, wobei dann besondere Sorg- 
falt und geeignete Hülfsmittel (weichere Zwischenlagen etc.) nöthig sind, 
um eine hinlänglich gleichförmige Vertheilung des Druckes in den Quer- 
schnitten zu erzielen. Trotzdem bleiben aber die Versuchs wertlie von 
K" unsicherer und schwankender, aU die von K', tlieils wegen des 
störenden Einflusses der Reibung an den gedrückten Endflächen des Ver- 
auchsköi^ers, die seiner seitlichen Ausdehnung entgegenwirkt, theils wegen 
des verschiedenen und eigentliümlichen Verhaltens verschiedener Körper 
beim Zerdrücken ; währ^id einige , wie namentlich weichere Metalle , sich 
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blos zusammendrücken Inssen, ohne in Stücke zu zerfallen , werden andere, 
wie Gueseiseu, Hölzer, Steine, gänzlich zertrümmert, zeigen aber getröhu- 
lich schon lange vorher Sprünge und Risse, so daas es im einen wie im 
anderen Falle gar keine bestimmt angebbare Grenze giebt , bei welcher der 
Körper als eben zerdrückt zu bezeichnen wäre. 

29. — Befindet sich ein prismatis'cher stabförmigerKörper 

in verticaler Lage, so kann es bei grosser Länge l desselben nöthig 

sein , die eigene Schwere = 6 als äusBere Kraft mit zu berücksichtigen. 

Wird dann der hängende Stab unten durch die ziehende, oder der stehende 

oben durch die drückende Krafl P angegriffen , die also in beiden Fällen 

abwärts gerichtet ist wie die Schwere, so nimmt die BesultanI« der äusseren 

Kralle von dem durch P angegriffenen nach dem anderen Stabende hin 

von Pbis P+ff KU, ist also maxIt = P+Q und 

7 P+(7 
max a = k = ^ — • 

Ist femer x die Entfernung eines Querschnitte F von dem durch P ange- 
griffenen Ende des Stabes, so ist nach Gleichung (61); 



Jl = 



^/(P+^.)..=^+i^ 



Von dem in der Entfernung x zu dem in der Entfernung ^ -|- ä^i: 
vom angegriffenen Ende liegenden Querschnitte ändert sich die Geaammt- 
spannung um das Gewicht des zwischen beiden liegenden scheibenförmigen 
Körperelements, also um 

diFa) = sFdx, 

wenn s das specifische Gewicht der Körpersnbstanz bedeutet. $oll nun 

die Spannung ff in allen Querschnitten gleich = k sein, 

so muBB F eine Function von x sein , bestimmt durch die Gldchung : 

kdF=sFdx, 

woraus In F= Const. -| — ^ ; F ^ Const. e ^ 

folgt , unter e die Basis der natürliclien Logarithmen verstanden. Indem 

P 
aber dann die ^ =: entsprechende Endfläche ^ -^ sein muss , ergiebt 

sich schliesslich 

F=^e" (63). 

Diese Gleichung könnte u. A. zur Foi-mgebung langer Schacht- 
geatänge Anwendung finden, wenn nicht die stetige Veränderlichkeit 
des Querschnitts hierbei praktisch unausführbar wäre. Näherungs weise 
lässt sich aber der Zweck erreichen, indem man das Gestänge aus ver- 
schiedenen prismatischen Stücken, von unten an gerechnet etwa mit den 
Längen li, l^, Is ■ ■ ■ zusammensetzt nnd deren Querschnitte Fi, F^, 
F^ ... so wählt , dass in den obersten Querschnitten aller Stücke die 
Spannung er = jt ist. Dieser Forderung entspricht allgemein die Gleichung : 
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& — sin 

worin nur für k ^ 1 die am Ende angreifende Kraft P statt kFa za 
setzen ist. So ergiebt sich 









" (i— s!,)(*— s!,)(J— s!,) ■ ■ ' 
Insbesondere mit ^^ ^ j^ ;= ig . . . = i wird 



30. — Von hierher gehörigen speciellerea Beispielen technischen 
Interesses mAge zanächst die Zngfeatigkeit gezogener (durch 
Ziehen hergestellter) Drähte erwähnt werden , die insofern ein eigen- 
thümliches Verhalten darbietet, als durch das Ziehen eise vorzugsweise 
obe^rfiachliche Verdichtung des Metalls yernraacht wird , und somit der 
Draht kein homogener stabförmiger Körper, sondern als aus einem Kern 
mit einer härteren Kruste bestehend zu betrachten ist. Ist dann F^ der 
Querschnitt, £, der Elasdcitätsmodnl des Kerns, F^ der Querschnitt nnd 
E^ der Elasticitätsmodul der Kruste, so sind auch die durch eine Zug- 
kraft P hervorgerufenen Spannungen ff, und ffj beider T heile verschieden, 
indem sie , da die Dehnungen gleich sind , in der Beziehung stehen : 

^ -^ = ^ Oder ff,:ff, = £i:i;. . 

Daraus und ans der G-ldchung : f, ff^ -^ ^, a^ -= P 

^°^^'- '''='e,f,-^e,f,' "*= e,f,^e,f, • 

Da die Kruste weniger dehnbar ist, als der Kern, so wird bei 
zunehmender Belastung und entsprechender Dehnung das Zerreisaea des 
Drahtes in der Weise stattfinden , dass zuerst die Kruste reisst und dann 
der nun durch die ganze Belastung angespannte Kern nachfolgt. Indem 
es somit ein gewisser Grenzwerth Kf von ff, ist, der als maassgebend 
fiir die Zugfestigkeit des Drahtes bebwshtet werden muss , ist die den 
Draht zerreissende Erafl P', falls obige Beziehungen als unbeschränkt 
gültig betrachtet werden, 

P* = -^ (£i F, ^- E, F,) 

1 

T' 
diese aber klein genug ist , nm d* gegen d^ veniaclilässigen zu dürfen, mit 
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ODd F, = ^lP~F,=^~ . iäd ■■ 

Ist auch diese Entwickelung ungenau , weil die zu Grunde liegende 
Proportionalität von Spannung und Dehnung nicht bis zum Bruch streng 
gültig bleibt, und weil es auch keine scharfe Grenze zwischen Kern und 
Kruste ^ebt, in der That vielmehr eine stetige Abnahme der Verdichtung 
von der Oberflaehe gegen das Innere hin stattfinden wird, so bestätigt 
doch die ErTahning, dasa die Zugfestigkeit gezogener Drähte 

F' = Ad'-j-Bd 
gesetzt werden kann , unt«r A und B Coefflcienten verstanden , die durch 
das Ausglühen der Drähte kleiner werden , und zwar B in höherem Grade, 
als A. So ist z. B. aus Versuchen von Karmarsch, wenn I" in 
Kilogrammen , d in Millimetern ausgedrüt^t ist, 

filr Stahldraht: ^=60, £ = 21; gegWht: Jl = 46, 5 = 8, 
besten Eisendraht : A=bO, B = 12,5 ; „ A = 26, B^3, 
gewöhnlichen „ j1 = 36, B=1B; „ A = 22,h,B='h 

zu folgern. Dass durch das Ausglühen B in höherem Grade abninyit, 
als A, ist in üebereinstimmung mit obiger Formel, sofern E^ dadurch ab- 
nimmt , E^ aber kaum verändert wird ; dass auch A kleiner wird , deutet 
darauf hin, dass K^ verhältnissmässig mehr abnimmt, als £,. 

Wollte man (z. B. mit Winkler: „Die Lehre von der ElasticitSt 
und Festigkeit", § 55) einen gewissen Gronzwerth JK, von ffj als maaas- 
gebend Mr die Zugfestigkeit des Drahtes annehmen , so whielte man 

es wäre dann aber die beträch tliclie Ahnahme des Coefficienten A dareh 
das Ausglühen kaam erklärlich, da K^ nur wenig dadurch verändert 
werden kann. 

31. — Der Draht einer oberirdischen Telegraphenleitnng 
1 werde getragen von Stangen in den Entfernungen AAi=i2a (Fig. 4); 
zwisclien ihnen bildet er flache 
Bögen AOAi, deren Pfeühohe h 
von der Lufltemperatur abhängt. 
Mit abnehmender Temperatur nimmt 
die Länge des Drahtes, damit auch 
h ab und die Spannung zu , und 
es ist die Aufgabe, bei der Anlage 
'"* der Drahtleitung den einzelnen 

DrahtbÖgen diejenige Ffeilhöhe zu geben, welche zur Folge hat, dass 
erat dann , wenn die Temperatur bis zur kleinsten erfahmngsmässigen Lnft- 
temperatur des betreffenden Ortes abnimmt, die Spannung den mit Ruck- 
sicht auf die Festigkeit des Drahtes zulässigen grössten Werth erreicht. 

Ist der Scheitelpunkt, S irgend ein anderer Punkt der Draht- 
mittellinie mit den Coordinaten x, y in Beziehung auf die horizontale Axe 
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OX und verücale Aze OY, fp ihr Xelgnngawinkel im Pankl« B g^n 
die x-Axe, p das Gewicht der Längeneinheit dee Drahtes, P die toUde 
DcBhtgpannnng im Querschnitte bei 0, S dieselbe im Querschnitte bei B, 
so entAprechen mit Rücksicht darauf, dass der Drahtbogen flach genug ist, 
um das Gewicht der Strecice OB desselben ohne in Betracht kommenden 
Fehler dem Gewichte einer seiner Horizontalprojection x gleichen Draht- 
länge gleich setzen zu können , dem Gleichgewicht der Kräfte P, S und 
px an der Drahtstrecke OB die Gleichungen: 

Seos y = P ; Ssm ip = px, 

woraus folgt : tgip = -^ ^ -p- 

Mit jener Annäherung bildet also der Drahtbogen eine Parabel, dessen 
halbe Bogenlänge mit entsprechender Näherung : 

=/..j/^T(fy=/.«(i+.|i) 



=>(.+.ii..)=.0+|-) 



gesetzt werden kann. Ist P die höchstens zulässige Scheitelspannung, 
entsprechend der Ffeilhohe h^ = -■ -- und der Mazimalspannung 

S=VP'-\-{pay bei A und J^, die nur wenig > P ist, so muss, 
wenn die Anlage der Leitung bei einer Temperatur geschieht, die um 
t Grad höher, als die niedrigste vorkommende Wintertemperatur ist, die 
den Drahtbögen zu gebende Pfeilhohe k von solcher Grösse sein , dass 
die entsprechende halbe Bogenlänge s derjenigen gleich ist , zu welcher 
sich die der Pfeilhöhe Äo entsprechende halbe Bogenlänge durch eine 
Temperatnrzunahme um / Grad fergrössert; es muss also, wetjn a der 
LängenausdehnungscoeiUcient des Drahtes ist, h der Gleichung entsprechen : 

woTttOB bei Vemadilässigung kleiner Grossen höherer Ordnung folgt: 
3a* 3 a^ '" 

Hiernach läaat sich eine Tabelle zusammengehöriger Werthe von t und h 
berechnen , nach der man sich hei dem Ausspannen und Befestigen des 
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Drahtea an den Stangen je nach der gerade herrschenden Temperatur zn 
richten hat , indem der Draht , nachdem er bei A^ befestigt ist, vor seiner 
Befestigung bei A insoweit angezogen wird , bis die Strecke , die von ihm 
und von der Visirlinie AA^^ auf einem in der y-Axe verlical gestellten 
Maasstabe abgeschnitten wird, dem betreffenden Werthe von h gleich ist. 

32< — Wie bei der vorigen Aufgabe können auch in anderen Fällen 
gekrümmte stabförmige Körper ebenso wie gerade auf Zug- oder Druck- 
elasticität berechnet werden , wenn die Krümmungsradien ihrer Mittellinie 
gross im Vergleich mit den Dimensionen ihrer Querschnitte sind, z. B. 
auch bei der folgenden Aufgabe. 

Ein Locomotivrad sei herzustellen aus einem durch 2 tt schmied- 
eiserne Speichen (mittlerer Querschnitt = S, Länge = s) mit der Nabe 
verbundenen seh miede isemen Radkranze (Querschnitt == R), auf den ein 
stählerner Radreif (Querschnitt ::= Bj) in glühend heisaem Zustande so 
aufgetrieben werden soll , dass die Dehnung des wieder erkalteten Stahl- 
reifs = Gj ist. Zu dem Ende muss, wenn vorher der äussere Halbmesser 
des Radkranzes = r war, der innere Halbmesser des noch kalten Reifs 
etwas </*) etwa ^ /■ (1 — ß) sein, und es handelt sich um die jener 
Forderung entsprechende Bestimmung des kleinen Bruchs ^ sowie der 
specifischen Zusammendrückung , die der Radkranz und die Speichen durch 
das Aufziehen des Reifs nach dessen Erkaltung erleiden. 

Ist der Elasticitätsmodul des Schmiedeisens = £, des Stahls = ^, 
und G die specifische Zusammendrücknng der Speichen, so ist, abgesehen 
von der geringen Deformation der Nabe, die specifische Zusammendrückung 

des Radkranzes ^— >-e: mit Rücksicht darauf, dass bei dem fert^nRade 

r 
der innere Halbmesser des Reifs dem äusseren des Kranzes gleich ist, 
muss also 

>-(i-c)(i+0='-(i--^«) 

oder bei Yemachlässigang kleiner Grossen höherer Ordnung 

1 — ?+ei=l — ^«; ? = «! + — e 

sein. Wenn nun das fertige Rad durch einen axialen Schnitt halbirt 
gedacht wird , und zur Herstellung des Gleichgewichtes bei unverändertem 
Deformation szustande an den zwei diametral gegenüber liegenden Schnitt- 
flächen des Reifs einer Radhälfte die äusseren normalen Zugkräfte ^^i^c,, 

an den Schnittflächen des Kranzes die Druckkräfte ER — e angebracht, 

die n Speichen dieser Radhälße aber durch die radial auswärts auf den 
Radkranz wirkenden n Kräfte ESe ersetzt und diese (mit um so kleinerem 
Fehler, je grosser n ist) so in Rechnung gebracht werden , als ob sie bei 
derselben G-esammtgrösse = nESe gleichlÖrmig nnd stetig längs des 
inneren Umfangs vertheilt wären, so entspricht dem Gleichgewicht der 
Kräfte an der fraglichen Radhälfte die Gleichung : 



,dbyGoog[e 



Gerade BtabföimÜge Körper. 

2 E, Bi £, ^ 2 j? B — £ + — M i^yS e 
r 7t 



=i+v- 



■B, 



,ü+^ 



Ist a der lineare Wänne-AusdehnungscoefiScient dea Stahls , so ist die 
Temperatur, zu welcher der Stahlreif erhitzt werden mus8, um auf dea 

kalten Radkranz aufgeschoben wer<]en zu können, =^-^ Grad. 



88. — Eine masaive cylindrische Walze von der 
Länge l und vom Halbmesser a liege mit horizontaler 
Axe auf einer horizontalen ebenen Platte von gleich- 
förmiger Dicke a,, die ihrerseits auf einer festen horizontalen Ebene 
niht; JPj2 sei der Druck, den die Walze in Folge ihres Gewichts und 
sonstiger Belastung auf die Unterlage ausübt. W^en der Elasticitat des 
Materials findet die Berührung nicht in ^er Linie, sondern in einer 
schmalen Fläche statt , in der die Pressung a von ihren parallelen Rändern 
nach ihrer Mittellinie hin stetig von Kall bis zu einer gewissen Grösse k. 
ztminunt , und es sei die Aufgabe, die Beziehung zwischen P, , a, Oj und 
h zu finden, wenn der Elasticitätsmodul der W^ze =E, der Platte 
= El ist. 

In Figur 6 , die einen zur 
Walzenaxe senkrechten Durchschnitt 
darstellt, ist M der Mittelpunkt des 
Querschnitts der Walze, AA^ die 
(übertrieben gross gezeichnete) Breite 
der Berührungsfläche, und es sei der 
Winkel ÄM\ = 2 a. Die Dureh- 
sclmittslinie der Berührungsfläche ist 
ein gewisser flacher Bogen AA^, 
enthalten zwischen der geraden Linie 
*■' AA^ imd dem Kreisbogen AA^ vom 

Halbmesser a; sei der Mittelpunkt, B ein beliebiger Punkt dieses 
mtsprechend dem Winkel 0MB = tp. Zieht man durch B 
! Lothrechte CBCi und bezeicimet mit x das Stück derselben^, das 
zwischen dem Kreisbogen AA^, mit Xj das Stück derselben, das zwischen 
der Geraden AA^ und dem Querschnitte AA^ der Berührungsfiäche est* 
halten ist, so sind x und 2, die ZusammendrUckungen beziehungsweise der 
Walze und der Unterlagsplatte an der Stelle B, und wenn man annimmt, 

das« sich die Wirkung von x als specifische Zusammendrückung = — 
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gleichnüUsig bis zur Mitte der Walze bei G, die Wirkung von x^ alf. 

■ gpeciSsche Zugammendriicknng ^ ^- gleichmässig bis Kor unteren Ftäcbe 

der Platte bei Cj erstreckt, so ist die Fresgnug bei £: 

a^E — =E, — ^ oder a = ex = e, X, 
a tt^ 

E E, 

mit den abgekürzten Bezeich nangen ; e = — und Ci = — =- • 



Nun ist mit Riickeicht darauf, dass die (in Bogenmooss ausgedrückten) 
Winkel a und <p klein genug sind , um 

COsa=l ~ und costp^l ^ 

setzen zn können, 

a'—qi' 
x-t-Xi=a {cos tp — cosa) = a ~— , 

e c + Ci a' — a>* 
also mit Xi^x — : X =a - - '— 



ee, a* — tp* , ec, aa*- 
a^ex=: — ~-o-^ — ;—— ; ma^a=k=: — r-^ ;-— 

fi+e, 2 e+e, 2 

ttir ^ ^ 0. Indem aber P^ =: dem Druck in der ganzen Berührungsfläcbe 
pro Längeneinheit der Wake 

ist, so folgt 

h'=( "• "VP ^' ''+'^ V-C'' "■ 'i fi' 

Ve + e, 2/'\2 a' ee, / \32 e+e, / « 
und mit Rücksicht auf die Bedeutungen von e und «^ : 

Im Falle einer massiven Kugel vom Halbmesser a, die 
anf der Platte von der Dicke o^ liegt, ist bei analoger Be- 
deutung der Buchstaben wie oben : 

ee, et* — «p* , ee, aa' 

ff= — ^ a — 7r^—\ maxa=k = — ~ ^r-~; 

e-\-ei 2 e + Ci 2 

aber wenn jetzt P den ganzen Druck zwischen der Kugel und der Platte 
bedeutet, so ist 

P= fa . 2 Ttaf .adqi= 7t — p— a' /(c* — 9^) qidip= 71 —P— o* — , 

D,gt,ZBdbyGOO<^[e 
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somit 7:'=( ^^ AVA Z. ^+^1 ^ J^ g% _P 

Vß + e, 2/ nr «' ee, tt e + ei o 

P=rf„(| + |-) ..... (68). 

Die dieser Rechnung zu Grunde liegenden Annahmen sind übrigens 
insofern nicht ganz zutreSend , als der in der BerQhningsIläche stattfindende 
Druck sicli bei seiner Fortpflanzung einerseits bis zur unteren Fläche der 
Platte , andererseits bis zur horizontalen Mittelebeue der Walze oder Kugel 
nach und nach auf immer grossere Flächen vertheilt, indem die verticale 
Zusammendrückung zugleich mit horizontaler Dehnnng nnd mit Schiebimgen 
verbunden ist, die ausserhalb längs dem Rande der Berührungsfläche eine 
wulstförmige Erhebung der oberen Plattenfläche und KrOmmungs Verstärkung 
der Walze resp. Kugel zur Folge haben. In Folge dessen werden dann 
auch die ZusammendrOcknngen x und x^ sich nicht als gleichmässige, 
sondern als abnehmende specifische Znsammendrückungen in die beiden 
Körper hinein erstrecken, so dass in den Gleichungen (67) und (68) 
unter £ nnd Ei CoetBcienten verstanden werden mflssen, die nicht ohne 
Weiteres den bekannten Elasticitatsconstanten gleich gesetzt werden dürfen, 
sondern einer besonderen erfahnmgsmässigen Bestimmung bedürfen, oder 
dass, indem a^ez^CiXi gesetzt wurde, unter e nnd e, CoefHcienten 
zu verstehen sind, die den Elastidtätsconstanten E nnd E^ höchstens 
proportional sein mögen, übrigens aber bezüglich ihrer auch von den 
Dimensionen a und o, abhängigen Werthe nur durch Erfahrung zuverlässig 
zu bestimmen sind. Diese letztere Auflassungsweise ist besonders anch 
dann am Platze , wenn die Walze resp. Kugel nicht massiv ist, und somit 
zugleich ihre grossere oder kleinere Wanddicke das Resultat wesentlich 
beeinflussen kann , ohne dass dieser Einfluss mit hinlänglicher Einfachheit 
und Sicherheit theoretisch zu veranschlagen wäre. In solchen Fällen mag 
(gemäss den Gleichungen, die den obigen Gleichungen (67) und (68) 
unmittelbar vorhergehen) 

_3 _ 

Kr die Walze: Pi = CiÄ*|/a, filr die Kugel : P=Cit*a - (69) 
gesetzt werdm vorbehaltlich erfohrungsmäasiger Besümmung der Constanten 

in besonderen Fällen. 

34. — Behufs Verallgemeinerung der Gleichungen (69) mit Rücksicht 
auf solche Fälle , in denen beide sich berührende Körper 
K, Kl und zwar beliebig gekrUmmt sind, seien im ursprüng- 
lichen Zustande derselben a, b und a^, b^ die HanptkrOmmungshalbmesser 
beziehungsweise von K und Ki für den Punkt 0, in dem die Richtungs- 
linie des Drucks P die Oberfläche der Körper trifil, und auf den sich ihre 
Berührung beschränken würde , wenn sie absolut starr wären ; dabei sei 
die gegenseitige Lage der Körper eine solche, dass die Ebenen der 
Krümmungshalbmesser a und %, folglich anch die dazu 
senkrechten der Krümmungshalbmesser b nnd bi zu- 
sammenfallen. 
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Ist NON^ die gemeinsame Normale, E die gemeinsame Berflhrongs- 
ebene der Oberflächen beider Körper im Ponkte 0, so lange die B»< 
rühnrng nur in diesem Pmikte stattfindet, und sind B, B^ solche correspon- 
dire'nde Punkte dieser Oberflächrai, die in einer mit der Geraden NN^ in 
der sehr kleinen Entfernung r parallelen Geraden liegen, femer ^ und ^ 
die Kcummungahalbmesser für den Punkt der NormalschnUle NOB, 
N^OBi, deren gemeinschafUiche Ebene den Winkel g> mit der Ebene der 

H«n pthrtJmniiiiigBii — und — bilde, SO ist bekanntlich 

' o o, 

1 ow'y , am'y 1 eos'tf sin'ip 

V~~« & ' ft"~ «1 ^ 

und können die Entfernungen e, z^ der Punkte B, S, von der Ebene 
E gesetzt irerden : 

=ll. —iL 

Wenn nim die Körper durch den Druck P so deformirt werden, dass 
sie sich in einer kleinen Fläche rings lun berühren, und x, Xj ihre 
parallel mit NN, gemessenen linearen Zusammendrückungen in den jetzt 
zusammenbUenden Punkten £, B^ bedeuten, so ist die specifische Pressung 
in diesen Funkten 

ff = ea; = e, T, 
zu setzen, wo e und e^ Coefficienlen sind, die von den Beschafienheilen 
und Formen beider Körper abhängen. Dabei ist, unter c die Summe 
X-\-Xi der Zusammendrückungen fiir r = 0, d. h. bei verstanden , und 
sofern e, ej positiv gesetzt werden, falls B und Bi auf entg^ngesetzten 
Seiten der Ebene E liegen, 

und folgt daraus in Verbindung mit der Proportion xiXi^ = e^-e 



— ü. mit s = 1 



also auch a = k ^^—^=k — -jr- { 1 ) . (ff). 

Die dem Rande der Berührungsfläche augehörigen Maximalwerthe K 
von r entsprechen (7=^0, also der Gleichung: 

^'(7+^)="' (^) 

oder mit Rücksicht auf obise Ausdrficke von — und — - und mit den 

e dt - 

Bezeichnungen §=Bcosq>, T}=R^g> 

d„ Gleichung: (1 + ^) 5'+ (| + ^) ,' = 2^. 

tlich ihi 
iine El 

by Google 



welche lehrt, dass die Berührungsfläche (eigentlich ihre Pro- 
jection auf die zur Druckrichtnng senkrechte Ebene E) eine Ellipse 
ist mit den Halbaxen 
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■ a ' «1 * 0, 

Mit Eücksioht auf die Gleichungen (ö) und (B) ergiebt eich nun der 
Gessmmtdruck : 

V Kl 

oder, da das ftbrig gebliebene InU^al = dem Inhalte der als Ellipse er- 
kannten Berührungsfläche, also = 7t AS ist, 

P= , '•'*' »il 0=^5 = « (- + -) (70). 

Unter 'Qbrigena gleichen Umständen ist hiemach allgemein dieMaximal- 
pressung It der Quadratwurzel des Drucke P propor- 
tional. 

Im Falle einer Kugel auf ebener Unterlage ist a = h, 
Ol = fcj ^1= 00 , folglich 

P= Ck*a 
in Uebereinstimmung mit Crleichuug (69). 

Im Falle von zwei Cylindern mit rechtwinklig ge- 
kreuzten Axen oder allgemein, wenn von den Hauptkrümmungshalb- 
messem jedes Körpers derjenige unendlich gross igt, der mit dem Haupt- 
krümmungshalbmesser endlicher Grösse des anderen in derselben Ebene 
liegt, also etwa a^=;&=co, ist 

F=Ck*]/ä\ (71). 

Dieser Gleichung entspricht z. B> der Druck eines Locomotivrades 
auf die Schiene, wenu b^ der Krünunnngshalbmesser des Schienenprofils 
an der Beruh mngsstelle und a der Halbmesser des Rades ist (eigentlich 
die Länge der bis zur Radaxe gerechneten Normale der etwas conischen 
Radoberfläche), und rwar bezieht sich die Gleichung auf den ungünstigsten 
Fall, dass das Rad sieh gerade über einer Unterstatzungsstelle der Schiene 
befindet, durch deren Biegung anderen Falls die Berührungsoberfläche etwas 
vergrössert, also der specifische Maximaldruck verkleinert wird. 

Bei zwei Cylindern mit parallelen Axen gilt Gleichung 
(70) nicht; die Gleichungen (a) und (B) gelten aber für die zur Axe 
senkrechten Querschnitte , und ist also , wenn a und a^ die betreffenden 
Krümmungshalbmesser sind, 

2s\a ^ Ol/ \a ' a^/ 
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Mit RQcVskht hierauf ist dann der Druck Pj pro Längeneinheit der 
schmalen Braühnmgafläche von der Breite 2 B 



i'.= 



C,ü' 



VI 



..=±/^=f/f(l+l) 



aks 


4 + i 


. (72). 



Hier ist also dieHaximalpressung Je der dritten Wurzel 
des Quadrats deaDrnckesP, proportional. Für dieWalze 
auf ebener Unterlage erhält man mit o, = m die betreffende 
Grleichung (69) wieder. 



II. BlegonsselastlcltBt. 

35. — Von den äusseren Kräften, die theils gegebene, theile Wider- 
standskräfte von Stützen des geraden stabförmigen Körpers sind, wird 
vorausgesetzt, dass ihre Riclitungslinien die Stabaxe recht- 
winklig schneiden; die Schwerkräfte der scheibenförmigen Körper- 
elemente zwischen den auf einander folgenden Querschnitten entsprechen 
dieser Voraussetzung bei horizontaler Lage der Stabaxe, anderen Falls 
nur bezüglich ihrer zur Aze senkrechten Componenten, die dann allein 
hier berücksichtigt werden. Das System solcher äusseren Kriifte für einen 
Querschnitt F (Nr. 25) läast sich durch e in regultirendes Kräftepaar Mj 
d essen Ebene durch die Stabax e geht, im AJIgemeinen zwar nicht allein, 
sondern nur in Verbinilueg mit einer resultirenden Kraft ß ersetzen, deren 
Bichtungslinie die Stabaxe im Schwerpunkte von F rechtwinklig 
schneidet; doch soll von der Wirkung dieser Kraft R hier einstweilen 
A.hiH3^tt 'abgesehen werden, was (wie später^näher geprüft werden wird) mit um 
Ja-. /' so kleinerem Fehler geschehen kann, je grösser die Länge in Vergleich 
r* ^'1 mit den Querschnittsdimensionen des Stabes ist. 

Während jene Voraussetzungen hinsichtlich der Belastungs weise des 
Körpers sich auf den ursprünglichen Zustand beziehen, in dem seine ma- 
terielle Axe gerade ist, geht diese durch die Belastung in eine krumme 
Linie Über, die hier die elastische Linie heissen soll. Der Ort aller 
Tangenten der elastischen Linie heisse die Biegungsfläche, jede 
Kormale der Biegungsfläche in einem Funkte der elastischen Linie eine 
Biegnngsaxe, der Ort aller Biegungsaxen die elastische Fläche. 
Die elastische Fläche wird also von der Biegungsfläche in der elastischen 
Linie, von den Querschnitten des gebogenen Stabes in deren Biegungs- 
axen rechtwinklig gesclinitten , wobei unter einem Querschnitte des ge- 
bogenen Stabes ein zur elastischen Linie senkrechter ebener Schnitt desselben 
verslanden wird im Gegensatz« zu den materiellen Querschnitten (Nr. 25), 
von deren Untersuchung hier einstweilen abgesehen wird. Jedenfalls sind 
letztere nur sehr wenig gekrümmt, wenn die Krümmung der elasti- 
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sche'n Linie sehr gering istj diese wird hier stets als eo klein 
vorauggesetzt, äaaa, wenn (p den Winkel bedentet, den irgend eine Taugmte 
der elastischen Linie mit der oirsprünglichen Stabaze oder mit einer an- 
deren Tangente bildet, olme in Betracht konunenden Fehler cos(p=^l, 
sm<p = tgg>!^g> gesetzt werden kann. 

36. — Das Gesetz, nach dem sich die Dehnungen e und Normal' 
Spannungen u^Ee (miter E den Elasttcitätsmodul nach der Axrichtnng 
verstanden) von Funkt zu Funkt eines Querschnitts F des belasteten und 
gebogenen Stabes ändern, mag zwar streng genommen von der Krümmung 
der Querschnitt« mit abhängig sein ; mit derselben Annäherung indessen, 
mit welcher zwei unendlich nahe benachbarte materielle Querschnitte als f 
gleich gekrümmt uud als gleich gelegen gegen die elastische Linie be- I 
trachtet werden können , ist jenes Aenderungagesetz dasselbe , als ob die i 
ebenen Querschnitte des gebogenen Stabes materielle Querschnitte J 
wären. Nun schneiden sich zwei unendlich nahe benachbarte solche ebene 
Querschnitte F , F' als Nomudetienen der elastischen Linie für zwei iin~ 
endlich nahe benachbarte Punkte 0, 0' derselben in der sogenannten 
Krümmungsaxe für den Funkt der elastischen Linie « die senkrecht zu 
ihren Tangenten OT, OT und somit parallel mit der Biegungsaxe OB 
des Querschnitts F ist in einer Entfernung ^= dem Krümmungshalbmesser q 
für den Punkt der elastischen Linie. Um diese Erümmungsaxe werde 
mit dem Halbmesser $ + »j eine Cylinderfläche beschrieben , diese durch 
eine zur Krummungsaxe senkrechte Ebene in einem Kreisbogen geschnitten, 
und es seien dann P, F' die Schnittpunkt« des letzteren mit den Quer- 
schnitten F, F'. Ist nun ds die ursprüngliche Entfernung der materiellen 
Funkte und (y , F und P* , ferner e^ die Dehnung im Punkte , 
s dieselbe im Punkte P des Querschnitts F, so ist im gebogenen Stabe : 

O0' = (fo(l-j-eo), PP' = (fe(l4-«), 
und da diese Bogenelemente als zu demselben Mittelpunktswinkel geliörig 
eich wie die betreffenden Halbmesser verhalten, so folgt : 

«=a + <i)(l + -|-)-l = ^ + (l + «.)-2- ■ (78) 

oder, da Cg und-^ sehr kleine Brüche sind, bei Vernachlässigung kleiner 

Grössen höherer Ordnung; 

c = eo + -^; a = Es (7i). 

Da e und a sich hiemach im Querschnitte F nur mit der Ent- 
fernung 1]. von der Biegungsaxe ändern (welche, wenn g positiv genommen 
wird, positiv oder negativ zu setzen ist, jenachdem der betrefiende Funkt P 
auf der convexen oder der concaven Seite der elastischen Flache liegt), 
so sind dieDehnungen und Spannungen in allen Punkten 
einer mit der Biegungsaxe parallelen Geraden gleich 
gross. Insbesondere ist auch der Ort aller Funkte eines Querscimitts, 
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C und o = Null -siDd, eine mit der Bi^ungsase parallele Gerede, 
: seine Bogenatmte neutrale Axe. 

37, — Nach Gleichung (74) erfordert die Bestimmung der Normal- 
Spannung 

'M-' + f) 

in irgend einem Punkte P eines Querschnittes F die Eenntnies 1) der 
Entfernung t] dieses Punktes von der Biegungsaxe OS , also der Lage 
von OS im Querschnitte, 2) der Dehnung e^ in den Punkten der Biegnngs- 
Bxe, 3) des Krümmungshalbmessers q fQr den Punkt der elastischen 
Linie. Zur Vermittelung dieser Kenntniss dienen die Gleichungwi, welche 
ausdrücken, dass das System der Spannungen = adF für alle unendlich 
kleinen Flächenelemente zweiter Ordnung des Querschnitts (diese Spannungen 
verstanden in dem in Nr. 25 angegebenen Sinne) dem lesultirenden Paare M 
der äusseren Kräfte äquivalent ist. Die vom Punkte aus gezogene Äxe dieses 
P j Paares habe die Bichtung OÄ (Fig. 6), verstanden 

in dem Sinne, dass für den Anblick von Ä gegen 
das Paar in seiner zu AO senkrechten Ebene rechts 
hemm (im Sinne der Ulirzeigerbew^ung) zu drehen 
strebt; OX, OY, GZ seien die positiven Theüe 
l'echtwinkliger Coordinatenaxen, von denen OY 
und OZ im Querschnitte so angenommen sind, 
dass für den Anblick von der positiven Axe OX 
aus eine rechtläufige Drehung von 90° die Rich- 
tung Oy in die Richtung OZ bringt, wäh- 
rend OX selbst gegen den Theil des stabförmigen Körpers hin gerichtet 
sein soll (in der Figur nach vorn gegen den Beschauer hin) , an welchem 
das System der äusseren Kräfte flir den betreffenden Querschnitt angreifend 
gedacht wird. Indem dann das Paar M (dargestellt zu denken durch eine 
auf seiner Aze OA abgetragene Strecke = seinem Momente M) in zwei 
Seit«npaare in den Ebenen ZX und XY zerlegt werden kann, deren 
Axen also in F und OZ fallen und beziehungsweise = M coS a und 
Msitia sind, unter a den Winkel YOA verstanden, wird die Aequi- 
valenz des. Paares Jlf und der Spannungen':^ «jdF in den Flächenelementen 
des Querschnitts ausgedrückt durcli die Gleichungen : 

/adF=0; fsadF=Mcosa\ /t/adF= — Msma , 
wenn p, e die Coordinaten des Punktes P (des Fläch enelementea dF) 
sind und berücksichtigt wird , dass ff im Sinne OX positiv ist , bei posi- 
tiven Werthen von ff, y, s folglich das Moment z<sdF rechtsdrehend um 
OY , das Moment yodF aber linksilreh^nd um OZ ist. 

Ist femer OS (Fig. 6) die Biegungsaxe des Querschnitts, von 
au^ in solchem Sinne gezogen, dass für den Anblick von S gegen die 
Richtung OX um 90" rechtlänfig gedreht werden muss, um in die Rich- 
tung des Kn'immnngshalbmessers q zu fallen, und ß der Winkel YOB, 
HO ist der Abstand jj des Punktes P von OB (positiv , wenn P auf der 
entg^;engesetzten Seite von OB liegt, wie der Krümmungsmitt«lpunkt der 
elastischen Linie): 
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ZU seiner Bestimmung die Ermittelung von «, , ß und ^ erfordert. Zu 
dem Ende ergiebt sich zunächst durch Einsetzung dieses Ausdrucks von 
a in die erste der obigen drei Beatinunnngsgleichungen mit Rücksicht 
darauf, dass der Schwerpunkt von F, also 

/'pdF=/zdF==0 
H Es„/dF=EsoF=0, also fe„ = 0, 

woraus folgt, dass die Biegungsaxe mit der neutralen Axe 
des Querschni'tts zusammenfällt. Die Einsetzung von 

fl= — ieeosß — ysinß) 
in die beiden anderen Gleicliungen liefert dann : 

Mcosa= — {cosßfe* äF—sm^/yedF) = — iB cos ß — Ä' sinß) 

Msma= [eos ßJyedF^miß/y* dF) = -— (fi sin ß — A' cos ß) 

mit den Bezeichnungen ; 

A'^fyedF, B=fz^dF, C—fy*dF, 
■ von welchen Grössen ^ und C die Trägheitsmomente des Quer- 
schnitts beziehungsweise für die Axen OY und OZ genannt werden. 

38. — Die beiden letzten , zur Bestimmung von ß und q dienenden 
Gleichungen können durch passende Wahl der Coordinatenaxen vereinfacht 
werden gemäss der folgenden tJlgemeinen Bemei^ung : 

Ist (Fig. 6) ein beliebiger Funkt in einer ebenen Fläche F, an- 
genommen als Anfangspunkt rechtwinkliger Coordinatenaxen OY , OZ, 
und OB eine unter dem Winkel ß gegen Y geneigte Gerade in dieser 
Fläche F, so ist das Trägheitsmoment der letzteren fUr die Gerade OB: 
J=/tj*dF=/(ecosß — ysinßydF 

= Bcos'ß-j-Csm*ß — 2A'cosßsinß 
mit den obigen Bedeutungen der Buchstaben B, C, A'. Auf der Geraden 
OB werde von aus die Strecke 

yj 

abgetragen, und es seien 

cosß smß 

die Coordinaten des Punktes £,. Verfährt man ebenso mit allen Geraden, 
die durch in der ebenen Fläche gezogen werden können, so ergiebt sich 
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die Gläohang des Ortes aller so erhaltenen Punkte Sj^ aus obiger Gleicliung 
flir J: 

Das ist die Mittelpunktegleicliung einer Ellipse. Durcli Drehung der 
Coordinateoaxen so, daes sie mit den Hauptaxen dieser Ellipse zusanunen- 
follen, Terschwindet aus üirer Crleichimg das Glied mit yi^i, wird also 
A'=0, und da von ihren Halbaxen b, c die eine der grösste, die an- 
dere der kleinste Halbmesser ist, so ist von den entsprechenden Trägheits- 
momenten B = TT und C= —r das eine ein Minimum , das andere ein 

fr* c* . 

Maximum. 

Dnrch jeden Punkt nner ebenen Fläclie F können also immer iwei 
EU einander senkrechte Gerade in derselben so gezogen werden, dass das 
Trägheitsmoment von F für die eine kleiner, für die andere grösser, als 
filir ii^end eine andere durch jenen Punkt gehende Gerade in der Ebene 
ist. Diese Geraden , die auch die Eigenscliaft haben , dass in Bezug auf 
sie als Axen der j/, z das über die ganze Fläche ausgedehnte Integral 

fysdF= 
ist, lieissen die Haup tträg heitsaxen oder kürzer die Hauptaxen 
der Fläche fiir den fraglichen Punkt 0, die betreffenden Trägheitemoment« 
B, C der Fläche ihre Hauptträgheitsmomente flir diesen Punkt. 
Ihr Träglieitsmoment für eine in ihrer Ebene durch gehende Gerade, 
die mit der Axe des Hauptträgheitsmomentes B den Winkel ß bildet, ist 
J=Bcos*ß-{-Csin'ß (75). 

39. — Werden nun also die Hauptaxen für den Schwerpunkt des 
Querschaitla als Axen der y und z angenommen, so gehen die zu Ende 
von Nr. 37 erhaltenen Gleichungen aur Bestimmung von ß und ^ wegen 
j4'=0 über in: 



woraus folgt; 


Mcosa 

a = 
G und 


= — eosß, Msint 


'~ 9 


sinß, 

) 
acli Gleicl 


(76) 


ff. 

oder auch 

Ist B> 


1 Mt/€03'a , sm'a 
mß yänß) if("^« 

1 ein spitzer Winliel, so iet n 


(77) 
(78) 
(79), 
hung (76) 



ß ein grösserer spitzer Winkel; die Bi< 
dem spitzen Winkel zwischen der Axe'd es Kraftmomentes 
M nni der Hauptaxe des kleinsten Trägh eitsmomen tes 
des Querschnitts. Hat dieser eine sehr läi^licbe Form, so können 
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S und C SO sehr verschieden sein, doss ß nahe = 90*, obgleich et 
nahe = ist, 

Ist ober a^O, so ist, einerlei ob B^C, 

^=«=- V=^^ -^ • • ■ «^ 

es füllt dann also die Biegungsaze mit der Äze des Paares 
M Eusammen. Dasselbe ist der Fall, und gelten dieselben Gleichungen 
{80} flir Q und a, wenn jB=C ist; die Ellipse, mit deren Hauptaxen 
die Haaptträglieiteaxen zusammenfallen j wird dann ein Kreis, und haben 
alle Schwerpunktsazen in der Querschnittsebene den der Grleichnng 

entsprechenden Charakter von Hauptaxen, fär die dann nach 
Gleichung (75) die Trägheitsmomente alle gleich gross 
sind. 

40. — Tm fplfffni^ai wi rd voranageBetzt . dass die Richtungs- 
linien aller äusseren Kräfte in einer Ebene liegen, die 
alle Querschnitte des stabförmigen Körpers in Haupt- 
axen fär ihre Schir e rpunkte schneidet, wie es insbesondere 
dann der Fall ist, wenn alle Seh werp un ktsaxen der Quer- 
schnitte gleichwerthige Hauptaxen (Hauptaxen gleiclien Tdig- 
heitsmomentes) sind, oder wenn die Ebene der Kräfte eine 
Symmetrieebene des Körpers, ihr Schnitt mit jedem Quersclinitte 
folglich eine Symmetrieaxe des letzteren ist ; für jeden Punkt der Symmetrie- 
oxe (somit auch ftir den darin liegenden Schwerpunkt O) , wenn sie als 
, eine der Axen OY, OZ , z. B. als Axe dar e angenommen wird, ist 
nämlich das über den ganzen Querschnitt ausgedehnte Integral 

fy!SdF= , 
weil gleichen Flächenelementen dF paarweise entgegengesetzte Coordi- 
naten y bei gleichen Coordinaten z zukommen, und somit die Elementar- 
bestandtheile jenes Integrals sich paarweise aufheben. 

Unter diesen Umständen fallen nach voriger Nummer alle Biegungs- 
axen mit den Axen der betreffenden Kräiitepaare M zusammen,' die ihrer- 
seits alle parallel, nämlich senkrecht zur Ebene der Kräfte sind. Die 
elastische Linie ist also eine Curve von einfacher 
Krümmung, die Biegungsfläche eine Biegungsebene, die 
mit der Ebene der Kräfte zusammenfällt, die elastische 
Fläche eine dazu senkrechte cytiudrische Fläche. Wird 
dann das Trägheitsmomrait eines Querschnitts liir die Bic^^unggaxe , die 
zugleich neutrale Axe ist, mit J bezeichnet , so ist nach Gleichung (80) t 

,= ä, ^=M (81). 

EJ 
Die Grösse ^ dem Moment des Kraflepaares, auf welches das System 

der Spannungen in den Flächenelementen eines Querschnitte reducirt werden 
kann, und welches erhalten wird in der Momentonsumme dieser Spannungen 

I. C.oogie 
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für die Biegungeaxe (oder eine damit parallele Axe) , Boll hinfort das 
Spannungsmoment dee Querschnitts genannt werden. Die 
zweite der Gleichungen (Sl), die somit anedrückt, daas für jeden Quer- 
schnitt das Spannnngsmonient dorn Moment der äusseren Kräfte gleich ist 
und deshalb kurz als Momentengleichung bezeichnet werden soll, 
dient zur Bestimmung der elastischen Lmie. Wird nämlich diese auf recht- 
winklige Coordinatenaxen der x und y in ihrer Ebene bezogen , so ist 
bekanntlich 



vMm 



—dx* 

wobei , da q absolut verstanden wird , im Nenner das obere oder unt«re 

Vorzeichen gilt, jenachdem 3-^ positiv oder negativ , die elastische Linie 

dx^ 
also an der betreffenden Stelle concav im Sinne der positiven oder der 
negativen y - Axe gekrümmt ist. Wegen der Voraussetzung über die 
Geringfügigkeit dieser Krümmung (Nr. 35) ist aber, falls die ic-Äxe in 
der ursprünglichen Stabaxe oder parallel mit irgend einer Tangente der 

elastischen Linie angenommen wird, l-=^l gegen 1 zu vernachlässigen, 

•™" i = + |^ «nd +i;j^ = J/ . . . (82) 

9 — dx^ ~ __ dx* 

als Momentengleichung zu setzen , welche , während im Allgemeinen M 
und 3 Functionen von x sind , durch zweimalige Integration die an- 
genäherte Gleichung der elastischen Linie liefert. 

41. — Ist für irgend einen Querschnitt 
e' der grösste Werth eines positiven, e" der grösste Absolutwerth eines 

negativen r^ , 
& der grösste Werth eines positiven , ö" der grösste Absolutwerth eines 

negativen a, 
so ist nach Gleichung (81): 

Me' „ Me" 

Beide Werthe ändern sich im Allgemeinen von einem xum anderen 
Querschnitte, und der Forderung (Nr. 26), dass dabei o' höchstens ;= Ä;', 
a" höchstens = ]^' sei , wird entsprochen durch eine solche Wahl der 
Verhältnisse, wodurch der grössere der beiden Quotienten 
max & , max a" 

-ir- '^-kT 

= 1 wird; der Querscimitt, in dem es der Fall ist, heisst der Bruch- 
(juerschnitt. Um sowohl die Zug-, als die Druckfestigkeit des Ma- 
terials bis zum zulässigen Maximalbetr^e k' resp. k" zu verwerthen, sind 
die Verhältnisse so zu wählen, dase gleichzeitig 
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max & max a" 

. __ Ä?r- — 1 

wird, was in zwei verscliiecleDen Querschnittea der Fall seia kann, die 
dann beide Bruchqueracbnitte sind. 

Die Zug- und die Druckfestigkeit dea Materials werden in allen 
Querschnitten in gleichem Verhältnisse benutzt, wenn für alle 

ff' : ft' = ff" : k" 
ist, was durch eine der Bedingung 

e':4' = e":r 
entsprechende QuerschnJttsforro bewirkt werden kann. Dann wird auch 
in demselben Querschnitte, der demnach alleiniger Bruchquerschnitt iflt, 
zugleich 

»«0; ff* max a" 

""Ä^"~ Je" " 
Immerhin aber würde es im Allgemeinen nur dieser einzige Quer- 
schnitt sein, in welchem die WiderstandsfShigkeit des Materials gegen Zug 
nnd gegen Druck möglichst vollständig ausgenutzt wird; damit es in 
allen der Fall sei und dadurch ein sogenannter K ö r p e r von gleichem 
Widerstände hervorgehe, müsste noch der Querschnitt entsprechend 
der Veränderlichkeit des Kraftmomentes Af selbst so veränderlich gemacht 
werden, dass in jedem Querschnitte 

ff- ff" ^ , Me' Me" , 
- = _=1, also-^ = -^^-=l 

k'~k"'~kf-^Jc"~M "• -' 

ist. Selbst dann wird nur in den äussergten , von der Biegungsaxe ent- 
ferntesten Punkten aller Querschnitte die Widerstandsfähigkeit des Ma- 
terials in zulässiger Vollständigkeit verwerthet, in den übrigen aber um 
so weniger, je näher sie der Biegungsaxe liegen. Das ist ein unvermeid- 
licher Mangel bei einem auf Biegung in Anspruch genoounenen einfachen 
stabförmigen Körper , und es lässt sich die dadurch bedingte Material- 
verschwendung nur bis zu gewissem Grade vermindern , indem die Masse 
des Körpers in möglichst grosser Entfernung von der elastischen Flache 
beiderseits angeMuft wird. Bei einem aus einzelnen stabförmigen Theilen 
zusammengesetzten Träger indessen lässt es sich erreichen, und 
es ist das eben der Zweck einer solchen, freilich nur bei grösseren Dimen- 
sionen (z. B. bei Brückenträgern) sich lohnenden Construction , dass alle 
Theile fast nur gezogen oder gedrückt werden, dass also in den Quer- 
schnitten der einzelnen Theile die Spannungen oder Fressungen fast gleich- 
förmig vertheilt sind, und somit die Widerstandsfähigkeit des Materials 
gegen Zug resp. Druck bei angemessener Grösse der einzelnen Querschnitte 
fast überall bis zum zulässigen Maximalbetrage verwerthet wird. 

42. — Die Anwendung der in den vorigen Nummßm enthaltenen 
allgemeinen Gleichungen der Biegungselasticität auf specielle Aufgaben 
erfordert die Eenntniss der betreßenden Trägheitsmomente cT, die deshalb 
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für einige der am häufigsten vorkommenden Querschnittefonnen hier ent- 
wickelt werden mögen. Dabei ist es oft am einfachsten, dieses Trägheits- 
moment J für die durch den Schwerpunkt des Querschnitts vom Flächen- 
inhalte F gehende Axe nicht unmittelbar zu berechnen, sondern aus dem 
anderweitig bekannten oder leichter zu berechnenden Trägheitsmomente <7^ 
fQr eine in einem gewissen Abstände a mit jener parallele Axe in der 
Ebene von F abzuleiten. Ist nämlich dF ein in der Entfernung x von 
der Schwerpunktaaxe mit derselben paralleler Flächenstreifen von F, so 
ist, wenn x positiv oder negativ gesetzt wird, jenachdem AF auf der ent- 
gegengesetzten oder auf derselben Seite der Schwerpimktsaxe wie jene an- 
dere Axe gelegen ist, das Trägheitsmoment för letztere : 

J, =fia-^xydF=a^fdF-\-1afxdF'\-fx'*dF 

^ = Fa?-\-J ....... (84) 

wegen JxdF^Q. Auch kann die Besdmmong von J resp. tTj oft da- 
durch erleichtert werden , dass die Fläche F als algebraische Summe von 
Bestaodtheilen betrachtet wird, deren betrefTende Trägheitsmomente bekannt 
und dann nur gleichfalls algebraisch summirt zu werden brauchen , um tf 
resp. J", zu finden. Geradlinig begrenzte Flächen können inabesondere 
als algebraische Summen von Rechtecken und Dreiecken dargestellt werden, 
imd sind zu dem Ende die Ausdrücke der Trägheitsmomente J^ dieser 
Elementarfiguren fiir ihre Grundlinien ^ b bei gegebenen Höhen ^ Ä zu 
bemerken. Durch Zerlegung in mit der Gnmdhnie parallele Flächen- 
Streifen , von denen irgend einer den Abstand x von der GrmndliBie und 
die Breite dx habe, ergiebt sich fQr das Rechteck 



Ji= I x*bdx= —^ 



nnd lur das Dreieck , bei dem die Länge eines solchen Flächenstreifens 

= — = — b ist , 
h 

T / »Ä— ^7.^ ''A' **' **' 

Jt = I x" — :r~i>dx=- — 



43. — Ton solchen Qnerschnittsformen, die in Beziehung 
auf die Biegnngsaxe symmetrisch sind, nnd i^r welche die 
dann gleichen Grössen e", e" (Nr. 41) mit e bezeichnet 
^''' '' «eien, ist das Rechteck die einfachste; dafür (Fig. 7, 

worin, wie in den folgenden Figuren, mit J" die Axe 
bezeichnet ist, auf die sich das ebenso bezeichnete Träg- 
heitsmoment bezieilt) ergiebt sich aus voriger Nummer : 
bh" 



P=&Ä ein 
:> kleiner, , 
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Bei gegebenem Inhalte F=bh eines solchen recht- 
Me 
eckigen Querschnitts ist a' =:t}"= — =- um so kleiner, je grösser 
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also je grösser h ist. Um aber durch die mit der Tergrüeseniiig ron h 

F 
verbundene Verkleinerung von b ^ -j- die nöthige WiderBtand^rähigkeit 

gegen die zufällige Einwirkung von Settenkräflen nicht übermässig zu ver- 
mindern , sind ofl die folgenden vom Rechteck abgeleiteten Querschnitts- 
formen vorzuziehen : 

Flg. B. Re. 9.- Flg. 10. 

L_jg — J ].—B—A 






Die Amdiücke von J för dieselben ergeben eich leicht mit Hücksicbt auf 

Nr. 43, und zwar ist für den kr euzförmlgen Quer schnitt (Fig. 8) : 

, i.ff»+(B-S)»' H 

"^= 12 ' '=-r' 

för den doppelt-T-förmigen und den bohlen rechteckigen 
Qnersohnitt (Fig. 9): 

Bm—hl^ H 

j^ j2— ^; e = -,- 

fär den doppelt-rechteckigen Querschnitt (Fig. 10), wobei 
eine Verbindung beider Theile durch Verstrebung vorausgesetzt ist, deren 
geringer £influsB auf das Trägheitsmoment des resultirenden Querschnitts 
vernaclilässigt wird : 

^= 12 ' ' = -2-- 

Bn einem rechteckigen Balken von Holz, der ans 
einem ran den Stamme geschlagen werden soll, ist das 

erreichbare Maximum der Function -— ein durch jene Bedingung be- 
schränktes, und kommt die Aufgabe darauf hinaus, in einem Kreise vom 
Durchmesser d ein Rechteck so zu zeichnen , dass , unter b die kleinere 
seiner Seiten 6, h verstanden , die Function 6Ä* = b (d* — 6*) ein Maximum 
wird ; die Lösung ist : 

Ans b^y ä .— folgt, dass die Projection der Seite b auf den von 
einem ihrer Endpunkte ausgehenden Dnrchmesser des Kreises ^ ~ ist. 
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Wenn man also einen Durchmesser in drei gleiche Tbeile theih nud in 
den Theilpoukteu auf entgegengesetzten Seiten Senkrechte zn Ihm errichlett 
so sind ihre Schnittpunkte mit der Peripherie des Kreises nebst den End- 
punkten jenes Durchmessers die vier Eckpunkte einea der Aufgabe ent- 
sprechenden Rechtecks. 

44. — Um das Tr&gheitamoment J' eines regulären Polygons, 
dessen Seitenzahl =r n und Seitenlänge = s sei, fiir irgend eine durch 
seinen Mittelpunkt in seiner Ebene gehende G-erade OS. zu finden, 
kann es durch die Verbindungsgeraden des Mittelpunkts mit den Eckpunkten 
in n congruente gleichschenklige Dreiecke getheilt werden , deren Träg- 
heitsmomente für OX. dann zu Sum- 
miren sind. Ist AOB (Fig. 11) eins 
dieser Dreiecke, OC = a das Perpen- 
dikel von auf AB=s, xp der 
Winkel X.OC, und betrachtet man 
dieses Dreieck als Differenz der Dreiecke 
AOB, BOB mit den Höhen 

AA'^asin^-\-~cos<f, 



und der gemeinsamen Crrundlinie OB = , so ist sein Trägheits- 

cosqi 
moment fär OX nach Kr. 42 : 

^~\Za^.asirnf.ssinq>-\- — .acos<p.scos<p\ 

oder, wenn mit y=:GC' = asin<p, x=CC"^=aeos(p die Coordinaten 
des Punktes C in Beziehnng auf OX und die dazu senkrechte Axe 
OY, mit 

■ s' = A'B' = ssinq), s" = A"B" = seosif 
die Projectiouen von AB = s auf OX und OT bezeichnet werden, 




der gleich gebildeten Ausdruck« 
. . Jn aller n congruenten gleich 
isammensetzen , ergiebt sich das 

Ib 
1'. 
d 
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Durch Summirung der gleich gebildeten Ausdrücke für die Trägheit^* 
momente tf^, J^ ■ . .Ja aller n congruenten gleichschenkligen Dreiecke, 
die das Polygon zusammensetzen, ergiebt sich das Trägheitsmoment des 
letzteren: 



Das Product t/s' ist, jenachdem der Pimkt D ausserhalb der Strecke AS 
oder in derselben liegt, der Inhalt des Trapezes A' ABB' oder die 
Differenz der Inhalte der Dreiecke A'AB, BBB', und die Summe dieser 
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Product« ist offenbar der Inhalt des ganzen Polygons == F. DasBelbo 
gilt von Sxs", und folgt Bomit 



'=i(-+^)=S(--^). 



.^y:- 



-\- — der Eadins dee umbeechriebenen Kreises ist. Aus - 

dem Umstände, dass weder <p noch von (f abluingige Grössen in diesem 

■Ausdrucke vorkommen, folgt die Gleichheit der Trägheita- 

momente für alle in der Ebene dea regulären Polygons 

durch seinen Mittelpunkt gehende Geraden. 

Der Kreis ist als Grenze eines regulären Polygons zu betracliten bei 

wachsender Seitenzahl und entsprechender Abnahme der Seitenlänge. Mit 

s = erhält man also das Trägheitsmoment eines Kreises vom Radius 

r fiir jeden Durchmesser :^= di 

1 ftr^ std* 

j=^Fr.^ — ^ — . 

Daraus ergiebt sich weiter dt« Trägheitsmoment einer Ellipse mit 
den Halbaxen a, h für die Hauptaze 2a: 






Wird nämlich über der Hauptaze 2 a als Durchmesser ein Kreis be- 
schrieben, so haben von den (als Rechtecke zu betrachtenden) unendlich 
schmalen F lächenst reifen , in welche die Ellipse und der Kreis durch eine 
Schaar von senkrechten Geraden zu jener Axe getheitt werden können, je 

zwei zwischen denselben Senkrechten enthaltene das Längenverhältniss — , 

a 

ilire Trägheitsmomente folglich das Yerhältniss I — ) . 

45. — Unter den in Beziehung auf die Biegungsoxe nicht symme- 
trischen Querschnitten (bei vorhandener Symmetrie bezüglich der zur 
Biegungsaxe senkrechten Schwerpunk tsaxe als Durchschnittslinie mit der 
Biegnngsebene) ist der allgemeine doppelt T-förmige Quer- 
schnitt der gewöhnlichste, wenigstens als Grundform anderer, durch 
Specialisining oder Zusammensetzung abgeleiteter Formen ähnlichen Charakters. 
Flg. 11. Bei demselben ist mit Rücksicht auf Fig. 12 die 

Lage der Biegungsaxe bestimmt durch : 

_ 1 ah^-\-{b—a)d*+{li — a)dii2h — d^) 
^~" 2 ah + {b — a)d-\-(b^ — a)d^ 

^ der durch ihre Inhaltssumme dividirten Momenten- 
summe (Summe der Froducte aus Inhalt und Schwer- 
punklsabstand von der Grundlinie b) der Fläcben- 
tbeile, als welche die aus den Gliedern des Nenners 
obigen Ausdruckes erkennbaren Rechtecke angenommen 

^ Ä — €, f= e — d, /i = e^ — d, 
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ergiebt sich dann ferner gemäss Nr. 42 bei der AnfTassung des Querschnitts 
als algebraische Summe von Rechtecken auf der Biegnngsaxe als gemein- 
samer Grundlinie: 

J-=i-[6e» + &xe/-(fc-«)r-(*i-«)/l']- 

Flg. 18. Mit 61 = a erhält man hierans fitrdeuT-för- 

!^1 migen Querschnitt (Fig. 13): 

_ 1 oft«-j-(fc — a)rf' 
^~'2 ah-i-(b — a)d 

J=l.[be>+ae,'-Cb-a)n; 

sowie mit fl = für den allgemeinen doppelt- 
rech t e c k i g e u Q u e r s c )i n i 1 1 : 
_ 1 M' + i,d,l2h — d,y 

^=4" ['(''•-/')+'.(«.■-/'.'): ■ 

Ist ein solcher Querschnitt durch n Elemente bestimmt, so kann man 
im Allgemeinen n — 2 Terhältnisae zwischen ihnen annehmen und ein 
weiteres gemäss der Forderung bestimmen , dass 

a':k' = <3":k", also e* : it' = e" : Ä" (Nr. 41) 
sein soll ; hiemach sind alle Elemente durch eins derselben bestimmt, 



k- -i \ 



welches davon abhängt, dass 



-TT = ^nj ™ Bruchquerschnitte (oder bei 

einem Körper von gleichem Widerstände in allen Querscbnitten) ^ 1 
sein S(41. 



Nimmt man z. B. bei dem durch die vier Elemente a, 
stimmten T- förmigen Querschnitte (Fig. 13) 

d=:a, A = 12a, h=xa, 

a 143 + a; 



, «i, Ä be- 



_ a 144 + (r — 1 
^~ 2 12 + « — 1 ' 



ll + ic' 

und wenn bei solcher Lage des betreßenden , z. B. gusseisernen Trägers, 
bei welcher e=e', e^i^e" ist, 



e':e" = fc':i"=l:2, also e* =-|-A = 4a 
sein soll, so folgt 

143 +a;= 8(11 + 3:); a; = ^, d. i. 6 nahe = g 



46. — Wenn der Querschnitt von einer weniger ein- 
fach definirten oder gar nur empirisch gegebenen Linie 
begrenzt wird, wie z. B, der Querschnitt einer Eisenbahnschiene, so 
kann die Bestimmung von J mittels einer der üblichen Näherungsfonueln 
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zur Berechnung eines bestinmiten Integrals geschehen. Insbesondere ist 
dazu die bekannte Simpson'ache Formel geeignet, derzufolge 



ff{x)dx = ^ 






mit x-^ — a^^i 
wird, unter n f 



- gesetzt 



) gerade Zahl verstanden ; sind 
y» Vi y» ■ ■ ■ ffn 
die den Abscissen x^ x, x^ . . . Xa 
entsprechenden Ordinaten der Curve p^f(x), so liefert sie das Integral 
mit derjenigen Annäherung, mit welcher das zwischen y^ und y^ liegende 
Stück dieser Curve durch eine Parabel ersetzt werden kann , deren Haupt- 
axe parallel der ^-Axe Ist und die durch die Funkte x^y^, x^y^, X^y^ 
geht, das Curvenstück zwischen y^ und y^ durch äine solche Parabel, die 
durch die Punkte x^ y^ , x^y^, x^ y^ gebt u. s. f. 

Fit. u< Behufs der Anwendung dieser Formel 

zur Berechnung des Trägheitsmomentes J* 
für die Eiegungsaxe wird die Höbe h des 
Querschnitts, d. i. die Entfernung der ihn 
berührend zwischen sich fassenden mit 
der Biegungsoxe parallelen Geraden, in eine 

gerade Anzahl n gleicher Theile a = — % 

■i getheilt, und werden die Breiten (die mit 
der Biegungsaxe parallelen Sehnen) des 
Querschnitts 
= y<, yi Vi Vi ■ • • P- 
in den Abstanden a 2a Sa ... na 
von der Grundlinie OY (Fig. 14), nämlich von einer jener beiden pand- 
lelen Berührunge - resp. Begrenzungslinien des Querschnitts gemessen. Ist 
dann y die Breite in der beliebigen Entfernung x von dieser Grundlinie, 
Bo ist nach obiger Formel unmittelbar 



(yo + 4yi+ 2y, + 4y, + 2y, + . . . + 4y„_i + j/„). 
des Schwerpunktes nnd somit der 




F=Jydx = 



Um femer die Entfernung 
Biegungaase von der Grundlinie: 



«= -pfxydx 



zn finden > ist xy statt y als die Function f(x') zu betrachten , deren 

x = a 2a ... na 

entsprechende Wetthe =a ay^ 2ay^ . . . naya 
sind , so dass sich erg^ebt : 

« = ^(4», + 2-2j', + 4-3?,+ 2-4j. + -.- + 4(»-l)!(.-i+»!'J-, 
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Feiner ist das Trägheitemoment für die Grundlioie OY, nämlich 
Ji=J'x*ydx mit f(x):=x'p: 

J,=-^(iy,+ 2.2Vs + 4-3»!/3-|-2.4«y4+... + 4(7^»y„-,+»»yj 

und ei^ebt sich dann endlich mit den Werthen von F, e und J, nach 
Nr. 42 das Trägheitsmoment Air die Biegangaaze : 
J= J, - FeK 

47. — Bei den im Folgenden näher betrachteten SpecialfaJlen wird 
die in Nr. 40 gemachte VorauBaetzung noch weiter eingeschränkt durch 
die ^mahm e . dasH die gegebenen äueseren Kräfte alle in 
gleichem Sinne wirken, wie ea z. B. der Fall ist, wenn sie bei 
horizontaler Lage der Stabaxe Schwerkräfte sind. Von den beiden Coordi- 
oatenaxen, auf welche die elastische Linie bezogen wird, soll dann immer 
die eine als OrdinatenEise parallel mit diesen Kräften und posiüv im Sinne 
deraelben angenommen werden, während die andere als Abseissenaxe in 
der ureprünglichen Stabaxe liegt. 

Wenn ferner als äussere Kräfte für einen Querschnitt X, dessen 
Abscisse (Entfernung vom Anfangspunkte der Coordinaten) ^ x ist, die- 
jenigen Kräße angenommen werden , die an dem von diesem Querschnitte 
aus im Sinne der negativen :t:-Axe gelegenen Theil des Stabes angreifen, 
so soll die Resultante dieser Kräfte , ' deren Absolutwerth im Vorher- 
gehenden mit B bezeichnet wurde , algebraisch verstanden mit X bezeichnet 
und positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie die Eichtung der 
negativen oder der positiven Ordinatenase hat. Desgleichen wird die 
Momentensumme der äusseren Kräfte für diesen Querschnitt, deren Absolut- 
werth = M ist, algebraisch verstanden mit (X) b ezeichnet (gelesen: 
Moment X im Gegensatz zu: Kraft X oder Querschnitt X) und positiv 
oder negativ gesetzt , jenachdem die elastische Linie an der betretenden 
Stelle im Sinne der negativen oder der positiven Ordinatenaxe concay 
gebogen ist. Indem dann also , falls die Ordinatenaxe als y - Axe be- 



oder negativ sind, wird die Momentengleichung (82): 

-EJ^^^iX) (85). 

Fig. 16. ax' 

a' Zwischen den Grössen X nnd (X) 

y 1 y besteht eine einfache Beziehung. Sind 

j , fa U- ^h^U-^x °ämlich F und F' (Fig. 15) zwei Qner- 

Jl 7 ■ schnitte mit den Absdssen x und x -f- ^^t 

1 so muss an dem dazwischen liegenden 

pil' scheibenförmigen Körperelement Gleich- 

"♦rf-f gewicht stattfinden zwischen den Kräften 

y X und X+dX, die in F und F' im 

Sinne der in Fig. 15 beigeselaten Pfeile wirkend angebracht werden, femer 

den Kräftepaaren (Xj und (X) + ^ C-X), im Smne der beigesetzten krummen 



,dbyG00g[e 



Gerade atabförmige Körper. gg 

Pfeile auf Drehung wirkend , und der gegebenen Belaetung ^ pdx Aea 
Stabelementes FF', unter p die epeciflsche Belastang (Belastung pro 
Längeneinheit) an der betreffenden Stelle verstanden. Dem Gleichgewicht 
dieser Kräfte und Kräftepaare entsprechen die Gleichungen : 

X-i-dX = )i.—pdx 

(X)-{-d(X) = iX) + Xdx—pdx^, 

woraus bei Vernachlässigung des tinendlich kleinen Gliedes zweiter Ord- 
nung folgt: 

d(X)_ dKX)_dX_ 

Hiernach ist für solche Querschnitte, für welche 
X=0 (also JJ = 0) ist, (X) ein Maximum, also auch Jlfein 
Maximum, falls (X) positiv, d. h, die elastische Linie concav im 
Sinne der negativen Ordinatenaxe (im entgegengesetzten Sinne der gegebenen 
Kräfte) gekrümmt ist ; anderen Falls würde X = zwar auch einem 
Maximum von (X), aher einem Minimum von M entsprechen. 

48. — Wenn eine belastende Kraft P längs einer sehr kleinen 
Strecke der Stablänge vertheilt angreift , so wird sie der Einfachheit wegen 
so in Rechnung gestellt, als ob sie in einem Punkte (Querschnitte) con- 
centrirt angriffe. Die belastenden Kräfte werden abo unterschieden als 
dergleichen örtlich concentrirt angreifende Kräfte P und 
als stetig längs grösseren Stabstrecken vertheilt an- 
greifende Belastungen; letztere werden pro Längeneinheit mit ^ 
bezeichnet. Dabei kann p eonstant, einer gleic h förmig vertheilten 
Belastung entsprechend , oder eine Function der Äbscisse , diese 
Function auch an gewissen Stellen unstetig sein , einer plötzUclien Aende- 
rung von p um eine endliche Grosse Jp entsprechend. 

Stetigkeitsunterbrechungen der elastischen Linie 
können hiemach verursacht werden entweder durch eine plötzliche Äende- 
rung des Querschnitts F, oder durch eine örtlicli concentrirt angreifende 
Kraft P, oder durch eine unstetige Äenderung von p, und zwar sind diese 
dreierlei Arten von Stetigkeitsunterbrechungen beziehungsweise von der 
zweiten , dritten oder vierten Ordnung , wenn ihre Ordnung w durch die- 
jenige des Differentialquotienten -5-^ charakterisirt wird, der an der be- 
treffenden Stelle sich um Endliches ändert, während die Dtfferential- 
quotienten niederer Ordnung unendlich kleine Aendenmgen bei der Aen- 
denmg von x um dx erfahren. Äendert sich nämlich F und damit J 
um eine endliche Grösse, so gilt dasselbe nach der Momentengleichuug 

(85) von --5— j, ist also die Stetigkeitsunterbrechung der elastischen Linie 

von zweiter Ordnung. An der Ängriffsstelle einer Kraft P ändert sich 

dagegen X = - \ um P, nach Gleichung (85) folglich erst -j^ um eine 

. ose ax^ 

endliche Grösse. Eine unstetige Äenderung von p endlich entspricht nach 
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, also nach Gleichung (85) erat 

Von welcher Art und Ordnung QbrigenB aach die Stedgkeiteunter- 
brechungen eein mAgen, die der elastischen Linie in gewissen Punkten 
zukommen , so wird sie durch dieselben in Strecken abgetheilt , denen ver- 
schiedene Gleichungen entsprechen ; denn in den Momentengleichungen 

durch deren zweimalige Integration jene Gleichimgen erhalten werden, 
sind die Functionen f(x) für die verschiedenen jener Strecken verschieden. 

Die W.iderstandflkrSfte von Stützen des Stabes, die als 
secundäre von den gegebenen als primären Eräft«n abhängen , werden 
auch als in Funkten (Querschnitten) concentrirt angreifend betrachtet , so 
dass dadurch eine Stetigkeitsunterbrechung dritter Ordnung der elastischen 
Linie bedingt wird. Wenn zwei solche Stützen, von eutgegengeseteten 
Seiten her den Körper stützend, einander sehr nahe sind (Fig. 16), so 
P j^ kann von ihrer Entfernung ganz abgesehen werden, 

— . wenn nur berücksichtigt wird , dass sie zusammen 

2 — ^^-*-ij; nicht nur, wie eine einzelne Stütze , der betreffenden 
Ordinate der elastischen Linie eine bestimmte Grösse, 
sondern auch ihrer Tangente eine bestimmte Richtung anweisen. Der 
Sfab soll in diesem Falle als eingeklemmt au der betreffenden Stelle 
bezeichnet werden im Gegensatze zu seiner Bezeichnung als gestützt 
im Falle einer einzelnen Stfitze. Immer wird dabei hier vorläufig der 
Stab als reibungslos gleitbar längs den Stützen gedacht, weil die Er- 
schwerung dieses Gleitens durch Reibimg oder seine Verhinderung durch 
Befestigung (statt blosser Einklemmung) des Stabes eine Längenspasnung 
desselben verursachen würde, welche seine Inanspruchnahme als Combi- 
nation von Zug - oder Druckelasticität mit Biegunggelasticität erscheinen 
nease, wie sie erst später in Betracht gezogen werden soll. 

Hinsichtlich der Stützungsweise eines auf Biegung in 
Anspruch genommenen Stabes werden hiemach folgende Fälle 
imterschieden werden : , 

1) Einklemmung an einem Ende des übrigens freien Stabes, 

2) Stützung oder Einklemmung an jedem Ende, 

3) Stützung zugleich an mittleren Stellen des übrigens an dtn Enden 
gestützten oder eingeklemmten Stabes. 

Der zweite Fall umfasst drei Specialfälle , jenachdem der Stab an 
beiden Enden gestützt , an beiden eingeklemmt, oder am einen gestützt und 
am anderen eingeklemmt ist. Dieselben Speciatfälle können auch bei dem 
drittes Haaptfalle unterschieden werden , ausserdem aber noch Einzelfälle 
je nach der Zahl der mittleren Stützen. Der Ersatz einer solchen mittleren 
Stütze durch ein Stützenpaar (Einklemmung) würde nicht zu einer weitereu 
Verallgemeinerung führen, weil die beiderseits von dieser Stelle liegenden 
Stabtheile unabhängig von einander zu untersuchen wären. 
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a. PrismatisobeT stabförmlger Körper. 

19- — Wenn der Körper prismatisch iat, alle Querschnitt« also con- 
gruent und gegen die Biegungaebene gleich liegend sind, so ist J eine 
Constante, und wenn zugleich die elastische Linie tiberall in gleichem 
Sinne gebogen ist, Bo haben auch e' und e" (Nr. 41) für alle Querschnitte 

gleiche Werthe, sind also 

Me' , „ Jtfe" 
- a' = — =- und ff" = —-— 

in dem Querschnitte (als Bruch querschnitt) am grössten , fiir welchen Jif 
am grössten ist. Der Forderung, daas a' höchstens ^= i' , a" höchstens 
= k" sä, wird dann dadurch entsprochen, dass maxM der kleineren der 

beiden Grössen 

k'^ und jfc"^ 

gleich gesetzt wird, die das Widerstandsmoment des Stabes für 
den betreffenden Sinn der Biegung genannt und mit W be- 
zeichnet werde. 

Ist k' = ii" = & oder e'^e":=e, so ist 

e 
unter e im ersten Falle den grösseren der Werthe e' und e" , unter k 
im zweiten Falle den kleineren der Werthe k" und k" verstanden. 

Ist der Forderung entsprochen , dass die Zug- und die Druckfestig- 
keit des Mat«rlals in allen Querschnitten in gleichem Verhältnisse in An- 
spruch genommen werden, so ist das Widerstandsmoment 

W=k'i = k"^,. 

e" -e" 

Hat aber die elastische Linie Wendepunkte , so tauschen e' und e" 
für die entgegengesetzt gebogenen Stabstrecken ihre Werthe um, und ist 
deshalb das Widerstandsmoment = W für die im einen Sinne gebogenen 
Stabtheile im Allgemeinen von demjenigen ^= W" für die im anderen 
Sinne gebogenen Stabtheile verschieden ; ist dann max M' der grösste 
Werth von M für die ersteren , man: M" der grösste Werth von M für 
die letzteren Stabstrecken, so wird der Forderung, dass a" höchstens := V, 
a" höchstens = k" sein soll, dadurch entsprochen , dass der grössere der 
beiden Quotienten 

maxM' , maxM" 

= 1 gesetzt wird ; der betreffende Querschnitt , wo dieser Maximalwerth 
= 1 stattfindet, ist der Bruch querschnitt. 

■ Ist in diesem Falle k' = k" =k oder e'^e"==e, so ist 



6 
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wenn im ersten Falle unter e der grössere der beiden Werthe e* und e", 
im zweiten unter A; der kleinere der beiden Werthe 1^ und J^' verstanden 
wird, und der Eruchquerschnitt ist deqenige, für welchen ü/ am grössten, 
einerlei ob daselbst der Stab im einen oder im anderen Sinne gebogen ist. 
In diesem Falle des Vorhandenseins von Wendepunkten der elastischen 
Linie kann der Forderung, daas die Zug- und die Druckfestigkeit in allen 
Querschnitten in gleichem Verhaltnisse verwerthet werden , durch einen 
prismatischen Stab nur dann genügt werden, wenn k'=k", also e' = e" 
ist. ' Anderen Falls müsste der nach wie vor constante Querschnitt in den 
entgegengesetzt gebogenen Stabtheilen entgegengesetzt gegen die Biegungs- 
axe liegen ; der Stab wäre dann nicht mehr prismatisch, aber doch wieder 
W = W" and der Bnichquerschnitt deijenige, für welchen Af am 
grössten ist 



1. Der Stab Ist an einem Ende eingeklemmt, ttbrlf ens frei. . 

50. — Ä sei das eingeklemmte, B das freie Ende des Stabes, die 
Länge AB^l. Gemäss der Voraussetzung (Nr. 47), dass die gegebenen 
Susseren Kräfte alle in gleichem Sinne wirken, ist ihre Momentensumme M 
am grössten für den Querschnitt hei A. Hat z. B. der Stab eine gleich- 
förmig tiber seiner ganzen Länge vertheilte Belastung Q, während er 
ausserdem 

in den Abständen a, a, Og . . . vom Ende A 
durch die Kräfte P^ P^ P^ . . . angegriffen wird, 

so ist maa;M=Piai+P^a,-\-Psa,+*. . '-f^^. 

Die angenäherte Gleichung cLer elastischen Linie mag bei- 
spielsweise für den Fall entwickelt werden, dasa ausser der gleich- 
förmig vertheilten Belastung (J nur eine am freien Ende 
Pi^j^ concentrirt angreifende Kraft P 

vorhanden ist. Mit Bezug auf das ans 

^<- ^---t ->| Fig. 17 ersichtliche Coordinatensystem (AXTaa- 

m^ "^"^^^ gente der elastischen Linie AB im Punkte A) 

wf . • ^^o j^^ nach der Momentengleichung (82), Nr. 40, 

worin wegen der im Sinne der positiven p-Axe 
concaven Krümmung der elastischen Linie das 
obere Vorzeichen gilt, 

und folgt daraus durch zweimalige Integration mit Rücksicht darauf, dass 
X^O, ^- ^ , ^ =; zusammengehörige Werthe sind : 



' dx 



^■^»=^C-|-'-?)+Ä(^-'-f+S- 
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Für das freie Stabende B ergieU sich mit x = l aus der Gleichung 
gegen die ^-Axe, und aus der Gleichung für y. 



dx 
die Durchbiegung d 



P+ir1„ P+^i 






''" EJ 2 ' "~ EJ 3 
Insbesondere flir ^ = ist <J^-=^ — = — 18 1 

Die Tangente der elastischen Linie in B trifll die ;r-Äxe in einem Funkte, 
der im ersten Falle um — i, im zweiten am — l von A entfernt ist. 

51. — Wenn der Stab AB naeh irgend einem anderen 
Gesetze belastet igt, wobei im Allgemeinen von A nach B gerechnet 
an gewissen Stellen C, Cg Cj . . . 
in den Abständen Oj o, a^ . . . von A 
eine der zweierlei in Nr. 48 bemerlcten Stetigkeitsunterbrechungen der 
Belastung stattfinden kann, so kommen der elastischen Linie daselbst ent- 
sprechende Stetiglteitfl Unterbrechungen (dritter oder vierter Ordnung) zu, 
und es haben die einzelnen Strecken AC^ , CyC^, C^C^ • . . derselben 
ihre besonderen Gleichungen, die auf folgende Weise gefunden werden, wenn 
bei C, Cj Cs . . . 

Yi Yi y» ■ ■ • *^^ Neigungswinkel der elastischen Linie 
gegen AX 
und- <Jj dj d^ , . . die betreffenden Ordlnaten oder Durcti- 
, biegungen sind. 

Bei gegebener Belastung und gegebenem Qaer schnitt« ergiebt sich 
aus der Momentengleichnng : 

dhf 

— -^^ einer bekannten Function fix), 

die für die verschiedenen Strecken AC^, CjCj . . . verschieden ist. Ist 
nun tiir die Strecke ACi 

■y-~ = fi (x) , ao folgt daraus durch Integration ; 

~- = y^ (a;), Constante bestimmt durch: a:=0, -j-=0; 
dx dx 

^=1//, (iC), Constante bestimmt durch; x^O, p=0; 

daraus mit a; = aj; >'i = 9'iCii)f ^i^ViC**!)- 

Ist dann f(ir die zweite Strecke C, C^ '■ 



, -= /t W ) so folgt fBr dieselbe : 
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— - = qij(x), Constante bestimmt durch ; x = tti, -—■ = y^ ; 

y='^>iix), Constante bestimmt durch: x=^a^, y = Sy; 
daraus mit x^^a^: ^j = 9^ («i) j '^»^'^»(«s) u- 3- f- — 

Die Neigung oder Durchbiegung der elastischen Linie an einer ge- 
wissen Stelle findet man auch durch Sununation der Antheile, mit denen 
sich die einzelnen Bestandtheile der Belastung daran betheil igen , ebenso 
wie ß und S nach Gleichung (87) als Summen von je zwei Gliedern 
eracheiueu, die beziehungsweise von den Belastungsbestandtbeilen P und Q 
herrähren. Nach diesen Gleichungen bewirkt z. B. eine in der Ent- 
fernung a von A angreifende Kraft P im Angrifispunkte eine Durch- 
biegung ^ "pr'S" ^^^ ^'''^ Neigung = ^Fij-ir, somit am Ende B die 



ET 3 """ ■■- •■■■'"■» - EJ 2 



Durchbiegung : 



A ^"'_i_r7 „^ ^ "' P C3l-a)a^ 



EJ 3 ' ^ 'EJ 2 _EJ 6 ■ 

Die durch beliebig viele solche, an verschiedenen Stellen Concentrin an- 
greifende Kräfte P und durch eine auf der ganzen Lange AS = l gleich- 
förmig vertheilte Belastung Q zusammen verursachte Durchbiegung am 
Ende B wäre hiemach : 

'"Ä-(t^[«''-''^»i+t«'')- 

52. — Als einfache Beispiele des in Kede stehenden Falles können 
u. A. die cylindriechen Tragzapfen von Wellen gelten. In 
dem gewöhnlichen Falle eines im Lagergehäuse unbeweglichen Futters ist 
xwar der Druck desselben auf den Zapfen ungleichförmig längs diesem 
vertheilt, auch im Falle eines geschlossenen (mit Deckel versehenen) 
Lagers nicht nur von einer Seite, insbesondere z. B. bei einer horizontal 
liegenden Weite von unten her , wirkend (mit abnehmender Stärke von 
der Welle nach aussen), sondern zugleich von der anderen Seite (mit zu- 
nehmender Stärke von der Welle nach aussen) , so dass letzteren Falles 
der Zapfen sich ähnhch einem eingeklemmten stabfönnigen Körper (Fig. 16) 
verhält ; indessen nimmt mit fortschreitender Abnutzung im Betriebe diese 
Ungleichförmigkeit der Dnickvertheilung mehr und mehr ab , so dass fUr 
die Rechnung der gesammte Zapfendruck P als gleichförmig längs der 
Zapfenläuge vertheilt von einer Seite her wirkend vorausgesetzt werden 
mag, wie es übrigens von vom herein der Fall ist , wenn die Futter mit 
kugelförmigen Flächen im Lager drehbar sind behufs ihrer beständigen 
Anpassung an den Zapfen je nach dessen durch die Biegung der Welle 
bedingten Neigung. Ist dann d der Durchmesser, l^=Xd die Länge des 
Zapfens, so erhält man durch Gleichsetzen von 

maxM=P-^ mit W<=k^ = k~ (Nr. 49 n. 44) 

■ d = j/M^=2,26>/Ap .... (89), 
worin X und i nach empirischen Constmctionsregel;! anzunehmen sind. 
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53. — Als aodereB Beiepiel aus dem Gebiete des MaBchine&banes 
sind die Zähne von Zahnrädern za erwähnen , sofern wenigstens 
von der Verschiedenheit ihrer Dicke in verschiedenen Entfemangen vom 
Theilrisse abgesehen und der betreffende Zahndruck P als rechtwinklig 
gegen die Länge (radiale Dimension) des Zahnes gerichtet angenommen 
wird. Am meisten angestrengt ist ein aotcher Zahn zu Anfang und 2U 
Ende seiner periodisch wiederkehrenden Eingriffszeit, wenn also der Zahn- 
dmck an der äusseren Kant« BB^ (Fig. 18) angreiil. Ist dann 
a die Zahndicke (Dicke im Theilrisse), 
l die Länge, nach der Kichlung des Radius gemessen, 
b die Breite des Zahns = der Radbreite, 
so sind bei Abstraction von dem Winkel , unter dem die Riclitungslinie 
des Zahndrucks P in dem fraglichen Augenblicke gegen die Normale zur 
Längenrichtung (gegen die betreffende Tangente des Theilrisses) geneigt 
ist, und unter der Voraussetzung, dass er in der äusseren Zahnkante längs 
der ganzen Zahnbreite BB^^ = h gleichförmig vertheilt angreift, die Zahn- 
dfanensionen der Gleichung: 

e 6 

anzupassen, woraus insbesondere die Zahndicke 

/et 

folgt mit X= — , ß = — . 
a a 

Uebrigens kann aich bei ungenauer Lagerung der Wellen , mangel- 
haft Ausflihmng der Räder oder beim Dazwischenkommen eines kleinen 
Körpers der in der Regel noch ungunstigere Fall ereignen, dass der 
jg^ Druck P aich an einer Zahnecke Concentrin 

und dieselbe abzubrechen droht, am wahrschein- 
lichsten in einer Bruchfläche ACC (Fig. 18), 
die unter einem solchen Winkel a gegen die 
Stirnfläche ABB' des Zahns geneigt ist, dass 
der ihr und dem gegebenen Maximalwerthe It 
von o' oder a" entsprechende Werth der Zahn- 
_^ dicke a ein Maximum ist. Dieser Werth von 

a ergiebt sich, unter BD das Perpendikel von 
B auf die Bmchfläche ACG verstanden, aus Gleichung (90) durch Sub- 
stitution von 

BD = lsina für l und AC= für b: 

cosa 



«=KS^-KSi (-) 





Sein Marimum flir a = 45'' ist: a = y -j-F (91) 



und ist hiemach die nöthige Zahndicke grösser, als nach Gleichung (90), 
wenn, was meistens der Fall, & > 2 f ist. 
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2. Der Stab ist an Jedem £nde Kesttttzt oder elDKeklemnit. 

54- — Id Betreff der Belastung wird znnächst angenommen, sie 
aus einer an einer beliebigen Stelle C in den Ent- 
fernnngeiL ÄC=a vom Stabende Ä, BC^^b vom Stabende 
B concentrirt angreifenden Kraft P und einer auf der 
ganzen Länge JB^; gleichförmig vertheiltenLast^^pi. 
Im Uebrigen werde zunächst der Fall behandelt, dasB der Stab 
beideraeitB eingeklemmt iet, weil aua den dafür geltenden Ge- 
setzen, wie eich demnächst zeigen wird, nicht nur die. der beiden anderen 
hierher gehörigen SpecialMle (des einerseits gestützten , andererseits ein- 
geklemmten , und des beidereeits gestützten Stabes) , sondern auch die für 
weniger einfache Unteratützungsarten gültigen Gesetze abgeleitet werden 
können, sofern nur dieser zunächst zu betrachtende Specialfall in mög- 
lichster Allgemeinheit, nämlich unter der Voranssetzung behandelt wird, 
dass in Folge der Einklemmung die Tangenten in den End- 
punkten^ und B der elastischen Linie beliebige kleine 
Winkel mit der Geraden AB bilden. 

Entsprechend der Stettgkeitsunterbrechung , die der elastischen Linie 
im Angrif^punkte C der Kraft P zukommt (Nr. 48), werde das Stdck AC 
„, „ derselben (Fig. 19) auf ein Coor- 

dinaten System der x und 2 mit 
dem Anfangspunkte A bezogen, 
dessen positive iC-Axe die Rich- 
tung AB und dessen positive ^-Axe 
die Richtung der Kräfte P, Q hat, 
das Stück SC auf ein Coordi- 
natensystem der y und ^ mit dem 
Anfangspunkte B, dessen positive ^Axe die Richtung BA und dessen 
positive ü-Axe wieder die Richtung der Kräfte P, Q hat- 

X bezeichne einen Punkt der Strecke AC der elastischen Linie resp. 
einen Querschnitt der Stabstrecke AC im Abstände x vom Ende A des 
Stabes, zugleich auch die Resultante der von .i hia X auf den Stab 
wirkendes Kräfte, (X) das Spaimungsmoment im Querschnitte X. Diese 
Grossen , Kraft X und Moment (X) , werden in der Weise algebraisch 
verstanden , dass sie unter den in Nr. 47 angeführten Umständen positiv 
oder negativ sind ; A und {A) seien ihre Werthe für den Endquerschnitt A, 
die somit auch positiT oder negativ sein können ; a endlich sei der Werth 

ds 
von — für den Funkt A der elastischen Linie , also ihr gleichfalls al- 
gebraisch verstandener Neigungswinkel daselbst gegen die Gerade A£. 

Für die Strecke BG sollen Y {Y) B (B) ß 

dieselben Bedeutungen haben wie X (X) A iA) a 
für die Strecke AC bei Substitntion der nach BA gerichteten ^Axe für 
die nach AB gerichtete avAie. 

Für den Funkt C sei ■/ der Werth von-=- oder — -=-, S der Werth 




dx 
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Die Figur 19 ist beispielsweise so gezeichnet, dass sie positiven 
Werthen von A, B, a, ß, /, S und negtUiven Wertben von {Ä), (B) 
entspricht. 

55. — Für einen zwischen A nnd G liegenden Querschnitt des 
Stabes ist nun nach den Gleichungen (86), Nr. i7 : 

——= — p, also 'K=A — px . . . C92,ft) 

mit Rücksicht auf die in voriger Nummer erklärte Bedeutung Ton A als 

des Werthes der Kraft X fllr a:=0. Aus der anderen Gleichung (86): 

dCX) 

ix 



'- = X—A—px folgt dum: (_X) = (,A^ + Äx — ^ (93,«) 



und daraus wegen (X) = - 
dnrch wiederholte Integration : 

EJiax~~e)~^-^ h-g ^ • • C95.a), 

wobei die Integrations-Constanten mit Rücksicht darauf besümmt sind, dass 

x=0, X = A, (X) = (A), ^ = °, ^=0 

zusammengehörige Werthe sind. Analoge Gleichungen gelten für die 
Strecke BG des Stabes , die ans obigen dnrch SubstitulJon von lf fßr x, 
B iäi A, 3 für a erhalten werden: 



T=B'—py (92,b) 

(Y) = iB) + By-^ . . . (93,b) 



^(,_|) = ™, + aL'_M! 



C94,b) 



(-B)y' I iiy' 



Vermittels dieser Gleichungen würde man ftir jeden Querschnitt resp. 
für jeden Funkt der elastischen Linie des Stabes die Resultante der 
äusseren Kräfte , das resultirende Moment derselben z= dem Spannungs- 
moment, die Neigung und die Durchbiegung der elastischen Linie be- 
rechnen können, wenn ausser den durch die Beschaffenheit, Form, Be- 
lastung und Einklemmung des Stabes bestimmten Grössen E, J, p, a, ß 
auch die vier Grössen A, i^A), B, (B) bekannt wären. Zu' ihrer Be- 
stimmung dient aber die Bemerkung, dass die beiden Werthe von X 
und Y, welche beziehungsweise x = a und y^h entsprechen, zusammen 
^P sein müssen, ferner dass für das Spannungsmoment (C) im Quer- 
schnitte C sich derselbe Werth ergeben muss, mag man ihn als der 
Strecke AC oder der Strecke BC des Stabes angehörig betrachten, endlich 
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dass die beiden Theile ÄC und ßC der elastischen Linie im Punkte C 
eine gemeinsame Tangente nnd eine gemeinsame Ordinate haben, also das 
SjBtem der folgenden Gleichungen: 

Z.+ ft = P, {X).^Cr).;(|)=-(|)^; ,. = ,. (96), 

in denen die Indices a nnd 6 die betreffenden Grössen als fßr x = a 
resp. y^b genommen andeuten aollen. Werden diese Gleichungen (96) 
mit Hülfe der Gleichungen (92) — (95) gebildet, bo können etwa die iwei 
ersten dazu dienen, die Unbekannten S nnd (B) durch gegebene Grossen 
und die Unbekannben Ä, (_A) auezudriicken , um dann durch Substitution 
dieser Ausdrücke in den zwei letztön der Gleichungen (96) diese in zwei 
Gleichungen zur Berechnung der Grössen A und (^A) zu verwandeln, aus 
deren Ausdrücken schliesslich die der Grössen S, (S) durch Vertauschung 
Ton a mit b, a mit ß erhalten werden. So findet man; 
o + fc 



A^P^ 



o'(a+36) , 



B=P 



(97) 



(98). 



Bei Benutzung der Ausdrücke von A und (_Ä) ei^ebt sich aus den 
Gleichungen (93, a) — (9 5, a) mit x=:a, oder bei Benutzung der Aug- 
drücke von S und (£) aus den Gleichungen (93,b) — (95, b) mit y = &: 



(• 



-a+2S)o + (2o — S)/»] 
Vh) ai.(— » + i) 

"TP ,Q 



' 2i> 

H-=f [(— 2(* + l>)(.+ (— o' + 2<l6)fl (100) 

^''=-^^+^^' + T?^ (*"+»» ■ • ■ <"•"• 

Die Momente (A), (£), (C) stehen in der folgenden von ö und ß 
unabhängigen Beziehung zu einander: 

KC)-~hU)~aiB) = (p-\-^\ab . . . (102), 

die entweder durch Elimination von a und ß zwischen den Gleichungen 
fiir diese drei Momente, oder einfacher durch Combinaüon der zwei 
Gieichnugen 
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gefunden wird, indem dieselben addirt werden nach Mulüplication der 

ersten mit b , der zweiten mit a unter Berücksichligimg der Gleichungen : 

A-\-B = P+Q nad Q^pl=p(a-i-b). 

56. — Von ausgezeichneten Fnnkten der elastischen 
Linie sind bemerkenewerth : 

die relativen Bruchpunkte, nämlich die Schwerpunkte der 
relativen Bnichquerschnitte , d. h. deijenigen Qnerscbnitte , ftir welche der 
Abaotntwerth M des Spannungsmomentes ein reladves Maximum ist; 

die Wendepunkte, in denen der Krümmungshalbmesser ^ der 
elastischen Linie unendlich gross ist und der Sinn ihrer Krümmung sich 
umkehrt ; 

die Punkte grösster oder kleinster Durchbiegung, 
in denen die Ordinate s ein Maximum oder Minimum , die Tangeute der 
elastischen Linie also parallel der Abscissenaxe AB ist. 

1) Relative Bruchpunkte können zunächst die Endpunkte 
A , S der elastischen Linie sein , und zwar ist der Endpunkt A ein 
solcher, wenn die Kraut A und das Moment (_A), der Endpunkt B dann, 
wenn die Kraft B und das Moment (B) entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. Es folgt dies daraus, dass die Gleichung (86) : 

da: ay 

mit den Ahsolutwertben M von (X) resp. (IT) und B von X resp. Y 
anch geschrieben werden kann : 

^=±Bresp.-^ = ±B, 

wobei das Zeichen -{- od» — gilt , jenachdem (X) und X resp. (Y) 
und Y gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben , und woraus dann 
ersichtlich ist , dass letzteren Falles M mit wachsendem x resp. y abnimmt. 
Ausser diesen relativen Bruchpnnkten an den Enden des Stabes kann 
es im vorliegenden Falle (Fig. 19) noch einen mittleren relativen 
Brucbpnnkt gd^en, der nach Nr. 47 dadurch cbarakterisirt ist, dass 
ftr ihn X resp. Y= und (X) resp. {Y) positiv ist. Wird also die 
Abscisse desselben in der Strecke AC mit x^f, m BC mit y^i *'** ^°*" 
sprechende Spannungsmoment mit (Xq) resp. (Y^) bezeichnet, so< ist nach 
Gleichung (92) und (93) : 

A' 



Ä 


IX„) = (A) + Äx,-^~U) + ^ 


•lio 


«.= f;Ä) = U) + f 1 


und ebenso 


,.= 4; aj=(B) + ^\ 



(103). 

p 

Es li^ dieser Funkt in AC, wenn 0<,Xf,<.a und (X^) positiv, 
in BC, wenn <.yo < b und CY^} positiv 
ist. Jedenfalls giebt es nicht mehr , als einen solchen mittleren Bruch- 
pnnkt, weil, wenn zugleich x„<i.a und y^ <ib sein sollte, 
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aeln müeste , während thatsächlich Ä-\- S = P-i- Q ist. Wohl aber 
kann es der Fall sein , dase weder x^<.a noch ^d <.b ist ; der mittlere 
Bruchpunkt liegt dann in C, falls (C) positiv ist, widrigenfalls er ganz 
fehlen , d. h. nur A und B oder auch nur einer dieser beiden Pimkte ' 
relativer (letzteren Falles absoluter) Bmchpnnkt sein würde. 

2) Wendepunkte sind ebensowohl durch M{^ 1=0 wie 

durch ^ = 09 zu charakterisiren. Wird also die Abscisse eines solchen in 
der Strecke AC mit x^ , in BG mit ^^ bezeichnet , so eind x^ nnd y^ 
mit Rücksicht auf Gleichung (93) die beziehungsweise zwischen und a, 
und h liegenden Wurzeln A«c Grleichungen : 

(jO + 4i,-Ä1==0; (£) + Bj,,_J|i = (104). 
Mit x^^- — , y^ = — können sie auch geschrieben werden : 



(-B) 



woraus a:,=r^ + J/a^s+2^; y,=y,±J/y,«+2^ - (105) 

folgt. Zwischen zwei Wendepunkten (X) resp. (D = liegt ein Punkt 
(^ resp. (Y) ^ max- , d. h. X resp. T^ 0, und da letsterer hier nur 
einfach vorkommen kann , sind in AC und BC zusammen höchstens zwei 
Wendepunkte vorhanden. 

3) Wird die, Abscisse eines Puuktes gröaster oder kleinst e'r 
Durchbiegung in AC mit x', in BC mit ^' bezeichnet, so sind 
a^ und y' nach Gleichung (94) die beziehungsweise zwischen und a, 
und h li^enden Wurzeln der Gleichungen : 

Die entsprechenden 'Ordinaten z' werden dnrch Einsetzung der gefundenen 
Wurzelwerthe a^ und y* für ic resp. y in den Gleichungen (95) gefanden, 
die aber mit Bücksicht auf Gleichung (106) sich reduciren auf: 

1 U)^' Alf' pif'l Va 3 s^l 

.«d ebenso EJ.' =r {^ + ^ - ^\ 

Da zwischen zwei solchen Punkten ein Wendepunkt liegt, so sind 
ihrer höchstens drei vorhanden. Sind a und ß beide positiv, wie in 
£'ig. 19, so giebt es offenbar nur einen solchen Punkt, und ist das be- 
treffende z" positiv und ein Maximum. Ist einer der Winkel a, ß negativ, 
so giebt es zwei Punkte fraglicher Art, und sind für beide die Absolut- 
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verthe von £* relativ grösste Durchbiegangen. WSren ' a nnd ß beide 
negativ, so gäbe es drei solche Punkte ; die Äbsolutwerthe von «' ftlr die 
zTrei äusseren derselben wären relative Maxima der Durchbiegung , der 
Absolutwerth von z' für den mittleren wäre ein Maximum oder Minimum, 
jenachdem dieses z' positiv oder negativ ist. 

Ist a oder ß = 0, so ist der Endpunkt A resp. B selbst ein Punkt 
der in Rede stehenden Art , und sind die Abscissen x', y' der übrigen 
etwa in AC resp. 3G liegenden die zwischen und a resp. und 6 
enthaltenen Wnrzelu der Gleichung; 

o=a)+^-^«.p. o=(i))+^_£|:! (108). 



57. — Die Voraussetzung beliebiger kleiner Neigungswinkel a,'/? 
der elastischen Linie in ihren Endpunkten A, S gegen die Oerade AB 
war in den vorigen Nummern hauptsächlich nur mit Rücksicht auf die 
Verwendung der Resultate für andere Unterstützungsarten des Stabes und 
überhaupt bei verschiedenartigen Aufgaben gemacht worden , wie sie im 
Folgenden sich mehrfach darbieten werden. Bei einem thatsächlich an 
den Enden eingeklemmten stabförmigen Körper kann in der Kegel 

o = |?=0 
vorausgesetzt werden, ist wenigstens diese einfachste Voraussetzung die 
angemessenste in Ermangelung genügender Anhaltspunkte für eine andere. 

1) Wird dabei auch Q^O, also die den Stab bei C an- 
greifende Kraft P alB einzige Belastung angenommen, 
was bei horizontaler Lage des Stabes die Vemachlässigang seines Eigen- 
gewichtes voraussetzt, so ist nach Gleichung (97) — (99}: 

^ = P<^°+/'^'; J,=P^!(£+1» . . (109, 

a)=-p^, m=~p^: (0)=^^ (HO). 

Da (C) positiv ist, während ar« =: — nnd tfn = — nnendlicb gross sind, 

P P 

so ist C der mittlere Bmchpunkt, nnd weil A nnd (A), desgleichen S 
und (B) entgegengesetzte Vorzeichen haben, so sind A, B, G relative 
Bmchpunkte, deren zugehörige Spannnngsmomente absolnt genommen sich 
verhalten : 

-ur.ccy.-iB,=±:l-.l^. 

Sie folgen in dieser Ordnung nach abnehmender Grrösse, wenn a<6 ist. 

Die Wendepunkte liegen je einer in jeder der Strecken AG onA BC; 

ihre Entfernungen von den Endpunkten A, B sind nach Gleichung (104): 

.. _ -a) _ " ,. „ _ -(g) 

"''-^dT-TT+b ' '' B-- 

Für den Angriffspunkt C der Kraft P ist nach Gleichung (100) 
nnd (101): 

Ot.Hof, BlutltltKt nnd Fi.tigkalt. D,g „^j hy CiOOQIC 
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^ EJ 21» ' -EJ- 3/ä ^ " ■' 

Uer im Falle a < fc positive Werth von y läsat erkennen , dass dann der 
Punkt grösater Durchbiegung zwischen B und C liegt. Seine Entfernung 
von B ist nach Gleichung (108); 

,. = .^ = .,. = ^, . . , <U3, 

und mit Rücksicht hierauf die zugehörige grijsste Durchbiegung selbst nach 



Gleichung (107): 

... _ . _ .. -^_^ p 2aH^ 

~ EJ 12 ^ EJ 3(o + 3ft)' 



y'»/ By- Sy'\B y'" _ . _^l^iji_ .,,,. 



Ihr Verhältnisfl zu d ist : ~ = 1 1-10 1,28 1,48 1,69 



filr —=\ 2 3 4 5 

Wenn insbesondere die Kraft P in der Mit 
Stabes angreift, also a^h ist, so wird 

2) Im Falle P^O, d. h. wenn die gleichförmig längs 
dem ganzen Stabe vertheilte Belastung Q = pl die ein- 
zige ist, ergiebt sich aus Gleichung (97) und (98): 

Ä = B=^; (Ä) = (B) = -SL . . ai6). 

Es kann jetzt die ganze elastische Linie auf das Coordinatensystem der 
X, s bezogen werden, und folgt aus Gleichung (103): 

Nach Gleichung (105) ist: 

*i = (i + Kt)y = ^'^"^^ ™^ "^'^^^^ ^ f^^^^ 

und ergiebt sich die grösete Durchbiegung, die natürlich in der Mitte 
) stattfindet, ans Gleichung (107): 



(-=i)< 



Wenn eine gleich grosse Betastnng einmal in der Mitte concentrirtf 
das andere Mal gleictiförmig vertheilt angreift, so ist also im letzteren 

2 
Falle der grösste Absolutwerth des Spannungsmomentes nur — so gross, 

1 ° 

die grö.'Ste Durchbiegung nur -— so gross wie im ersten. 

Dk: zPcbyCOOgle 
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Wenn der Stab i 




■^ il ' iS 

Die Substitutioa dieses Ausdruckes von ß 
giebt dann : 

^(Ba*-\-Gab-\-2b')h 



an einemEnde eingeklemmt, 
am anderen dagegen gestützt 
ist, etwa bei A eingeklemmt , bei 
B gestützt (Fig. 20), so ist damit 
das Spannungsmoment (S) = 
gegeben, und findet man den 
Winkel ß ans der Gleichung, durch 
die der allgemeine Ansdruck (98) 
von (JB) =j Null gesefctt wird : 

«" ■ -^■^'-- , . . a2o,. 



EJd = 




(A) = - 



KTr 



Gleichung (97) — (101) 



(124) 



EJa (126) 



W^^- 



(126). 



Vermittels der hiernach bekannten Werthe von A , S , (^Ä) , ß und 
der durch die Beschaffenheit , Form , Belastung und Einklemmung des 
Stabes bestimmten Grössen E, J, p, a kann man nun wieder mit Hülfe 
der Gleichungen (92) — ^(96), in denen (B) = zu setzen ist, für 
jeden Querschnitt resp. für jeden Punkt der elastischen Linie des Stabes 
die Resultante der äusseren Kräfte, das resultirende Moment derselben = 
dem Spannungsmoment, die Neigung und die Durchbiegung berechnen. — 

Was die ausgezeichneten Punkte der elastisclien Linie betrifft , so hat 
sie jetzt höchstens zwei relative Bruchpunkte; A, falls Kraft A 
und Moment [A) entgegengesetzte Vorzeichen haben (Nr, 56), und einen 
zweiten, dessen Lage und zugehöriges Spannungsmoment nach Gleichung 
(103) in der Strecke AC (Fig. 20) bestimmt sind durch : 

.. = ^, (X.) = (X) + ^, 

wenn < a^o < a and (Xo) positiv ist , in der Strecjje SC durcti : 



S' .-^, S' 



2i) 



. . . (127), 

D,gr,db,Google 
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wenn < ^g < 5 ist. Ist Beides nicht der Fall , so liegt dieser mittlere 
Bniohpnnkt in C, falls (C) positiv ist, widrigenfalls A der einzige oder 
absolute Bruehpunkt wäre. 

Der höchstens einzige Wendepunkt (ausser dem Pnnkte B, der 
hier ja auch den durch ^ ^ co , Jlf = bestimmten Charakter eines 
solchen besitzt) ist noch Gleichung (104) und (105) in der Strecke AC 
durch die zwischen und a liegende Wurzel der Gleichung : 



^^i' — n ^A^. ^ ^3;^ + l/a;^a_i_o(^ 



{A)-^Ax^-^^^ = <i oder :r,=a:o + |/^o' + 2- 

bestimmt , in der Strecke BC dagegen durch : , 

,. = 2|- = 2y, ..... (128). 

Die Abscissen der höchstens iwei Pnnkte grösster Durch- 
biegung endlich sind in AG die zwischen und a liegenden Wurzeln 
der Gleichung (106): 

in JBC die zwischen und h liegenden Wurzeln der Gleichung: 

ETß^^-Sf .... (129). 
Die entsprechenden Ordinaten sind nach Gleichung (107): 

59- — Von besonderen Fällen des einerseits eingeklemmten, anderer- 
seits gestützten Stabes (Fig. 20) sind wieder solche bemerkenewerth , in 
denen 

a^O und zugleich ^ = oder P ^ ist. 



1) Wenn ^ = 0, also die den Stab bei C angreifende 
Kraft P seine einzige Belastung ist (bei Abstraction vom 
Eigengewichte des horizontal liegenden Stabes), ergeben sich die Ausdrücke 
von ß, A, B, (A), (G), y, S aus Gleichung (120)— (126) einfach durch 
Weglassang der Glieder mit Q resp. p und mit et. Indem femer A und 
(j4) entgegengesetzte Vorzeichen haben, ^g und j/^ unendlich gross, also 
> a resp. >■ b sind , und ((7) positiv ist , sind A und C relative Bruch- 
punkte; das Verhältniss der Absolutwerthe ihrer zugehörigen Spannunga- 
momente 

ist. Wegen ^j = oo > 6 liegt der Wendepunkt zwischen A und G In der 
Entfernung 

^_ -W _ »(»+26) , ,13,, 

von A. Der Factor (2b^ — a^ im Ausdrucke von y lässt erkennen, 
dass Y negativ oder positiv, der Punkt grösster Durciibiegung also in der 
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Strecke ÄC oder BC gelegen ist , jenachdem — - 
naten dieses Funktes sind, 



n 



bt. DieCoordi- 



:>n:^'= 



2) tm Falle P=( 
dem ganzen Stabe verth 

zige ist, ergiebt sieh zunächst 




EJ 12 



2a+36 ' EJ 3 \ 

die gleichförmig 
ilte Belastung Q^^pl di 
lus Gleichucg (120)— (123) : 

Ä ist ein relativer Bruehpunkt. Die Entfernung des anderen ^ 
Stütze S und sein zugehöriges Spannungsmoment sind : 



(133). 



Ql_ 



(184). 



Der Wendepunkt li^ im Abstände y^ =2y„ =—r^ von der Stutze B. 
Die Coordinaten des Punktes grosster Durchbiegung endlich siud : 

unt«r 5 die Durchbiegung in der Mitte des Stabes verstanden, wo die 

Neigung der elastischen Linie: ysss — ^ ist. 

Alle diese Resultate ergeben sich so einfach aus den Angaben im 
vorigen Paragraphen , dass sie einer weiteren Erklärung nicitt bedürfen. 

60. — Wenn der Stab an beide 
(Fig. 21), so sind die Spannungsmomeute {A) 

Winkel 



Ende 




gestützt ist 
iß) beide = , die , 
nicht gegeben. Aus 
der Gleichung {^A) ^ (B) folgt mit 
Rücksicht auf die allgemeinen Aus- 
drücke (98) I 

P db(b — a) 

" '^~EJ «i 
und daraus durch Substitution in 



Gleichung (97) : 



l 



B = 



l 



(136), 



Ausdrücke, die hier zwar auch unmittelbar aus dem Gesetze des Hebels 
folgen , die indessen , wie obige Ableitung zeigt , allgemein gelten , wenn 
die Spannungsmomente (A), (B) gleich sind, ohne dass sie ■= Null zu 
sein brauchen. Aus (A) = (B) = aber folgt nach Gleichung (98) 
weiter ; 
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^"=^ — 51 — + -2r 



£J/» = 



ib(2a + b) Ql' 



Die Substitution dieser Ausdrüdte von a und ß in Gleichung (99) 
ergiebt : 

(.)=(P+|)f. 

irie aucK einfacher sub Gleichung (102) folgt, und ihre Substitution in 
Gleichung (lÖO) und (101): 



31 



^«=(^+^^«) 



3/ 



(138). 



Für jeden Qaerachnitt X oder Y der Strecke ÄC reap. SC (Fig. 21) 
des Stabes findet man nun die Resultante der äusseren Erätle, das resul- 
tirende Moment derselben = dem Spannungsmoment, die Neigung und 
Durchbiegung der elastischen Linie nach Gleichung (92) — (95) vermittels 
der Gleichungen: 





X=A—pc 


Y^B-M 




iX)=Ai-^ 


(r)=^,-f! 


Bj(a- 


dz\ Ax^ px^ 
'~'dx)~'^ G~ 


-(^-|)=¥-f^ 


EJ(^ 


. Ax^ px* 


^■^(ßy-.)='¥-^ 



Die elastische Linie ist nur im Sinne der negativen ü-Axe (im ent- 
' gegengesetzten Sinne der Kräfte P, Q) concav gekrümmt und hat nur 
einen Bruchpunkt, der, wenn a < 6 ist, nach Gleichung (103) wegen 
Ä l , P^ 

nicht zwischen A und C liegen kann. Er liegt aber zwischen S und C 
in der Entfernung 

"• = 7 =l+|" ("^) 

von B, wenn dieses y^ < b, wenn also 



_<___„a„^<_ 

ist, unter m die Entfernung des Angrifispunktes C von der Mitte das 
Stabes verstanden ; anderen Falls ist C der Bruchpunkt. Somit ist 
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1 PiJle4>^:»»<"-«=(C)=(-P + -|)^' 



(140). 



Ein Wendepunkt ist nicht vorhanden. _ Der einzig vorhandene Punkt 
grösster D u rchljiegu ng liegt, weil y mit a<& positiv ist, in der 
grösseren Strecke BC; seine Coordinaten y', s' sind nach Gleichung (106) 
und (107) bestimmt durch: 

unter y* die zwisclien und h liegende Wurzel der ersten dieser Glei- 
chungen verstanden. 

61. — Wenn der beiderseits gestutzte atabförmige Körper 1) nur 
durch die bei Ü angreifende Kraft P belastet ist, so ist 

-^ = aa >. — , somit C der Bruchpunkt und ' 
V a 

A = r~; ■B = -P-7-; maxM=[G) = T~ . (142). 

Ferner ist: 

P ab(a + 2b) , F ab(2a + l) 

Ej %i • '~EJ a ■ ' *'■' 

und sind die Coordinaten y' , ^ des zwischen S und C liegenden Punktes 
grösster Durchbiegung: 

/ h{2a-\-b) ,_^±y^ 
'EJ l 

2) Wenn der Stab ausser der auf seiner ganzen Läng, 
gleichförmig vertbeilten Last Q durch die in der Mitt. 
C {a^=l)) concentrirt angreifende Kraft P belastet ist 
so sind alle Yerhältnisse symmetrisch in Beziehung auf die Mitte, und c 
eigiebt sich : 

^ = B = ^?^;»«.iilf=(C) = (p+|-)^. (146) 



^J/^^-K^^-^^-w^v <-). 



w 



^ + T«z 



(147). 



^ .ET" 16' EJ ^S 

Diese Formel für d ist vorzugsweise geeignet und vielfach benutzt 
worden zur Bestimmung des Elas ticitätsmod ut E solcher 
Körper, die sich nicht wohl in Form von Drähten oder genügend Itmgen 
und dünnen Stäben herstellen lassen , wie sie zu einfachen. Dehnungs- 
versuchen (Nr. 28) nöthig sind. Der Stab erhält behufs sicherer Berech- 
nung von J aus den gemessenen Querdimensionen einen einfach gestal- 
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teten (rechteckigen oder kreisfürmigen) Querschnitt und wird, auf awei 
Btntupfkantigen Stützen mit dem Abstände l liegend , ia der Mitte durch 
nach und nach vergrösserte Kräfte P belastet. Vermittels der durch ge- 
wisse vergröesernde Hütfsmittel (Fühlhebel, Keilmaass etc.) jedesmal ge- 
messenen Durchbiegung 6 findet man dann, unter Q das Eigengewicht des 
Stabes yerBtandeD, den £lasticität3modul 

jd i8' 

so lange der Stab keine merkliche bleibende Durchbiegung zeigt und die 
gefundenen Werthe von E nur solche Unterschiede erkeanen lassen , die 
den Beobachtungsfehlern der einzelnen Versuche zugeschrieben werden 
können. — 

Ob der Elasticitätsmodul eines gegebenen prismatischen Stabes (nach 
der Axrichtung desselben) zuverlässiger durch Biegungs versuche von der 
hier in Rede stehenden Art oder durch einfache Debnungsverauche be- 
stimmt werden kann, hängt hauptsächlich davon ab, ob im einen Falle die 
grösste Durchbiegung 3 oder im anderen die totale Dehnung /4l grösser 
und folglich mit kleinerem verbältnissmässigen Fehler messbar ist bei 
gleicher absoluter Grösse des wahracheiuliclien Messungsfehlers und bei 
gleicher Anstrengung des Materials, d. h. bei gleiclier grösster speciSscher 
Dehnung e in beiden Fällen. Letztere ist im Falle der Biegung bei 
Voraussetzung einer solchen Qnersohnittsform , dass e' = e"^e ist, nach 
Gleichung (146): 

Sofern aber bd solchen Versuchen das Eigengewicht Q des Stabes nur 
klein im Vergleich mit der fremden Belastung P ist, kann hieraus mit 
grosser Annäherung 

£J" 4 ~ e 
gefolgert werden, und daraus in Verbindung mit dem Ausdrucke (147) 
von 3i 

e 12 
Das Verhältuiss dieser Durchbiegung zu der Dehnung ^l=:l£ des bis 
zu demselben Werthe von e seiner Länge nach gezogenen Stabes ist; 

— TT = — 7— , somit ä^l, jeaachdem l^l2e 

ist. Mit Rftcksicht auf die Messungsfehler von 6 und ^l sind hiemach 
Biegungs versuche im Vortheil , sofern nur die Länge der Stabe mehr als 
das sechsfache ihrer Dicke (2e) beträgt, 

62. — Bevor die in Rede stehende Aufgabe, betreffend das Verhalten 
eines an den Enden gestttt2t«n oder eingeklemmten prismatischen Stabes, 



«=i— ^■7=¥(^+l)- 



.ibiGoogle 



Flg. M. 



Gerade stabfBnnige -Körper. 89 

dnrch Erweiterung der eeitherigen Voraussetzung hinsichtlich der Belastung 
des Stabes verallgemeinert wird , mag an einem Beispiele gezeigt werden, 
wie die bisher gewonnenen Resultate auch zur Lösung solcher Aufgaben 
dienen können, welche andere Unters tu tzungsarten des Stabes betreffen, 
indem dadurch die sonst zar Lösung nöthigen Integrationen erspart werden. 

Ein gerader prisma- 
tischer Stab BB von der 
_) l = 2a (Fig. 22), 

gleichförmig auf seiner 

ae — »1 c ganzen Länge mit p pro 

Längeneinheit (z. B. durch 
seine eigene Schwere) belastet, liege auf zwei Stützen A, A '\a gleichen 
Ei^tfcmungcn AB = x von den Enden. Die elastische Linie ist dann 
symmetrisch in Beziehung auf die Lothrecbte durch den Mittelpunkt C, 
und es seien a ihre Neigungswinkel in den Punkten A gegen die Gerade 
AA (positiv oder negativ, jenachdem die Tangenten AT sich unterhalb, 
wie in Fig. 22, oder oberhalb AA schneiden), ferner ihre Durchbiegungen 
(positive oder negative Senkungen unter AA) im Mittelpunkte C^^ iJ, 
in den Endpunkten B, S^d^, während E, J, {A), (C) die aus dem 
Vorbeigehenden bekannten Bedeutungen haben, die Spannungsmomente 
insbesondere wieder positiv oder negativ gesetzt werden, jenaclidem die 
elastische Linie concav nach oben odw nach unten gekrümmt i^t. 

Die Beziehung zwischen es und x ergiebt sich durch Gleichsetzung 
der beiden Ausdrücke, die Air das Spannungsmoment im Querschnitte 
bei A gefunden werden, jenachdem derselbe als Endquerschnitt der Strecke 
AB oder der Strecke AA des Stabes betrachtet wird, letzteren Falles mit 
Rücksicht auf Gleichung (98), worin nur 

P = 0, l=^2{a — x), Q=2{a — x)p, ,3=a 
zu setzen ist. So ergiebt sich : 

6EJa=p(_a — x)l2(a — xy~-3x^ . . (US). 
Die elastische Linie wird im Funkte A von der Geraden AA berührt, 
wenn a=:0, A. h. wenn 

^^=^ = VJ; 4 = 4-^ = 1/1-1 = 0,226 , 

X r 2 l 2 a ' 2 ' 

ist. Das Spannungemoment im mittleren Querschnitte C ergiebt sich aus 
Gleichung (99) durch die Substitutionen : 

F==0, a = }) = a~x, l = 2(a — x), ß = a: 

(C) = lfc^ + -^<,= |-[(»-«).-x'] 

mit Rücksicht auf Gleichung (148). Hiernach findet man 

(C) = _(^)=£|! r.4=4.J = '^ = o,.07. 
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Die Durchbiegung d bei C ergiebt sich aua Gleichung (101) mit den 
obigen Substitutionen nad mit Rücksicht auf Gleichung (148): 

= ^-^\— - = 0,239. 

Was die Senkdng i), eines Endpunktes B unter die Gerade ÄA be- 
trifil, so ist sie um xa kleiner, als ihre Senkang unter die Tangente AT, 
die durch Gleichung (88) bestimmt ist. Somit und mit Rücksicht auf 
Gleichung (148) ergiebt sich: 



px x' px 



'». = ^=F-^«=^ri:r(-^''-12<^' + 24«^^-8«^). 



Die Bestimmung des Verhältnisses -y i bei welchem (J, = wird , fiihrt 
somit auf die Auflösung einer Gleichung dritten, Grades, deren einzige 
zwischen und—- liegende Wurzel: 

y= 0,214 

gefunden wird. Die Forderung : d^d^ endlich ftihrt durch Gleichsetzung 
der Ausdrücke von ä und iJ^ ebenfalls zu einer cubischeu Gleichung : 
4«'— 12a»a;+ 6o»= 0, 

von deren Wurzeln — nur die zwischen und 1 liesende hier in Be- 

ffl 
tracht konunt Ihr entspricht: 

^=4- — = 0.223. 
l 2 « 



Somit hat sich 


ergeben 


: 








-(^) 


= (0) 


«, = 


|),=|) 


a = 


d = 


ra.4 = 


0,207 


0,214 


0,223 


0,225 


0,239 



und sind also schon kleine Lageuänderungen der Stützen A, A aus- 
reichend , um nach und nach die verschiedenen hier erwähnten Umstände 
zur Folge zu haben. 



53. — Während bisher ausser der gleichförmig vertheilten Last 
Q^=pl nur eine Kraft JP an einer gewissen Stelle C angreifend vor- 
ausgesetzt wurde, werde nun angenommen, dass s ole her Kräfte be- 
liebig viele: F^, Pj, Pj . . . vorhanden sind, angreifend in 
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de» Punkten (\, Cj , C, ■ ■ . (Fig. 23), deren Entfernungen von 
den Stabenden A und S beziehungsweise mit Oj und &j , Og und i^, 
Oj und &, ■ . . bezeichnet seien. Von den sechs Grössen 



lllLl. 



A, {A), a und B, (B), ß, 
die den Zustand des Stabes an den Enden bestimmen und von denen zwei 
durch die Bedingungen der Aufgabe gegeben sind (a und ß im Falle dea 
beiderseits eingeklemmten, (£)=0 und a im Falle des bei A ein- 
geklemmten und bei B gestützten , (^A) = (B) ^ im Falle des beider- 
seits gestützten Stabes), können dann die vier Übrigen berechnet werden 
durch Formeln, die aus einer sich unmittelbar darbietenden Verallgemeine- 
rung früherer Formelii hervorgehen. Indem nämlich in den Ausdrücken 
(97) und (98) von 

A (Ä) B (B) 
für den Fall des beiderseits eingeklemmten Stabes , femer in den Aus- 
drücken (120)— (123) von 

A {A} B ß 
Ar den Fall des bei A eingeklemmten, bei S gestützten Stabes, endlich 
in den Ausdrücken (136) und (137) von 

A a B ß 
tÜT den Fall des beiderseits gestützten Stabes die Kraft P nur in je einem 
61iede vorkommt, das im ersten Falle von Q, a, ß, im zweiten von 
Q, a, im dritten von § unabhängig, nämlich von der Form: Pf(a, h) 
ist, unter f(a, b) eine gewisse Function der Abstände a, b des Angrifls- 
punktes C der Kraft P von den Stabenden A, B verstanden, so ist 
offenbar jetzt an die Stelle dieses Gliedes eine Swnme analog gebildeter 
Glieder : 

^im«, m=p,n«i, ».) + r.n«,, s,)+ ■ • • 

zu setzen, und ergiebt sich somit 

1) für den Fall des beiderseits eingeklemmten Stabes : 






-.(-"+« 



i' 



-ß) 






QI,2EJ 



l 



(-«+2« 



(149), 
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2) ßlr den Fall des bei A eingeklemmten, bei S gestützten Stabes: 
2o+3i)1 , 3 „ , aJSJo 



EJa 



'2{F-, 



3) tüir den Fall des beiderB«ile geatüuten Stabf 



(160), 



_BJi.^ 



.[. 



ai>(o+26) 
6! 



J^ 24 



^,..[pi.K^)] + |! 



, die Werthe von - 

ax 
. die Wei'the von s 



Wenn so die Werthe von A, {A), a und B, (B), ß in jedem Falle 
bekannt sind, so sind damit unmittelbar die Resaltante der äusseren Kräfte 
und das Spannirngsmoment iUr jeden Querschnitt bestimmbar , sowie dann 
auch die Neigung und Durchbiegung für jeden Punkt der elastischen 
Linie nach und nach in den Strecken 

AC^ C^C, C^C, . . . 

Sind nämlich, was diese letztere Bestimmung betrifft, mit Bezug auf 
ein Coordinatens^stem mit dem Anfangspunkte A, dessen a^-Axe die Sich- 
tung AB und dessen a-Axe die Richtung der Kräfte P hat, 

du 

y^ Y^ y^ — 

<*, ds 3, 
in den Punkten C^ Cg C, . . . 

so folgt durch Integration aus der Momentengleichung -=— ; = /", (x) für die 

Strecke ACi-. 

— ^g)^(x), Constante bestimmt durch a; = 0, -^^=a, 

g = ^^(x), „ „ „ 37 = 0, j! = 0, 

daraus mit ar=öi : J',=9'i(öi) ""id (Jj=r^,(o,); 
dann aus der Momentengleichang-^-^^/'j (a^) fUr die Strecke CjCj: 

■-r-* = ^(a;), Constante bestimmt durch x = a^, '3~^^7\y 
VfX fix 
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daraus mit x=iaj: yt^^iOi) und (Jjs^ViC'^) "• ^' *■ 
Statt vom Endpunkte Ä kann man natürlich auch totd tuideren End- 
punkte S ausgehen oder auch für einen Theil ACm des Stabes von A, 
für den anderen BCm von B ausgehend die aufeinander folgenden Inte- 
grationen rerrichten. — 

Auch kann die Neigung oder Durchbiegung der elastischen Linie au 
einer gewissen Stelle als Summe der Äutheile dargestellt Trerden, womit 
sich die einzelnen Belastungsbestandtheite daran betheiligen, gem^s dem- 
selben (in Nr. 61 anf den Fall des einerseits eingeklemmten nnd Übrigens 
freien Stabes angewandten) Frincip , auf dem die Sununationen in den 
Grleichungeu (147) — (151) beruhen. Wenn x. B. der Stab an beiden 
Enden gestützt ist, so ist die Durchbiegung eines zwischen Cas—\ und Cm 
in der Entfernung x von Ä liegenden Punktes der elastischen Linie , in- 
soweit sie durch die gleichförmig vertheilte Belastung verursacht wird, nach 
Nr. 60 bestimmt durch die Gleichung: 



also EjB = ^(l' — 2lx* + x')x .... (ßi)- 

Insoweit dagegen die Durchbiegung an der fraglichen Stelle von einer der 
Kralle P^ . ■ . Pn herrührt, entspricht sie nach Nr. 60 der Grleichung : 



woraus sich mit Rücksicht auf die Kräfte Pn, ... Po zusammen 

sr«=-^i[i'«s(»+2S)]-|^ji(Pi) ...(«,) 

ergiebt, und daraus durch Vertanschung von x mit y(=i — x) und von 
a mit b für den von den Eräflen P, . . . Pm — i herrührenden Äntheil : 

Die Summe der durch die GMeichungen (^i), (^) und (^,) bestimmten 
Werthe von s ist die resultireude Durchbiegung. — 

Schliesslich hat es keine Schwierigkeit, die ausgezeichneten Funkte 
der elastischen Linie i die relativen Eiuchpunkte, die Wendepunkte und 
die Punkte grösatcr oder kleinster Durchbiegung sowie die Ordinalen der 
letzteren zu bestimmen. Was insbesondere die relativen Bruchpunkte be- 
triff!:, so ist ein Endpunkt Ä oder B ein solcher, wenn der Stab an diesem 
Ende eingeklemmt ist und wenn A , (A) resp. B , (B) entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Der ausserdem vorhandene mittlere Bruchpunkt liegt, 
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Ut, in der Strecke C^ _ i Cm in der durch die G-leicliung : 

bestimmten EntfemuBg x vom Stabende A , falls dieses n: < Am ist, 
widrigenfalls Ca ^^ mittlere Bruchpnnkt wäre , vorausgeaetzt dass das 
betreffende Spansangsmoment (Om) positiv igt. 

64. — Auch die in voriger Nummer angenommene Belastung ent- 
spricht bezüglich der Voraussetzung eines flir die ganre St&h\änge AB = 1 
Constanten Werthes von p immer noch einem sehr speciellen Fall, ^ird 
aber jetzt (mit Bezug auf das in Nr. 54 festgesetzte Coordinatensystem 
der a; , 3 oder y^ g) p als beliebige Function vona; resp. y 
vorausgesetzt, die auch ftir gewisse Strecken ^ und in gewissen 
Punkten unstetig sein kann (der plötzlichen Aendenmg von p um eine 
endliche Grösse ^p entsprechend), so sind zur Bestimmung der vier nicht 
gegebeneu von den seclis Grössen 

A, (J), a und J?, {B), ß, 
die den Zustand an den Stabenden charakterisiren, die bisherigen Formeln 
nicht zu gebrauchen. Gemäss dem in voriger Nammer angedeuteten Yei^ 
fahren kann man dann aber, ausgehend vom Ende A und nach und nach 
von einer zur folgenden solchen Abtheilung der elastischen Linie fort- 
schreitend, innerhalb welcher sie weder durch eine in einem Punkt an- 
greifende Kraft P noch durch eine sprungweise Aenderung von p eine 
Stetigkeitaunterbrechung (dritter resp. vierter Ordnung nach Nr, 48) 
erfährt , fUr jeden Querschnitt X in der Entfernung x von A die 
Grössen 

als Functionen gegebener Elemente und der zwei Unbekannten A, (^) 
resp. A, et ausdrücken, ebenso auch, von B ausgehend, ftir |eden Quer- 
schnitt Y in der Entfernung y von B die Grössen 

als Functionen gegebener Elemente und der zwei Unbekannten B, {S) 
resp. B, ß- Zur Berechnung der vier Unbekannt«n dienen dann die 
Gleichungen : 

X=-r,(X) = (D;|j = -|,, = , . (152), 

falls die hierdurch gleich gesetzten Ausdrücke auf denselben Querschnitt 
bezogen werden , der beliebig gewählt werden kann , nur , was die erste 
dieser Gleichungen betrifll, nicht so, dass er durch den AngrilTspunkt einer 
der Kräfte P geht. 

Ist der Stab beiderseits gestützt, so können übrigens A 
und B auch unmittelbar durch das Hebelgesetz gefunden werden, und ist 
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dann nur zur Berechnung von a nnd ß die GleichseUung der auf den- 
selben Punkt der elastischen Linie bezogenen Ausdrücke von 

dz ^ de , 

-r- und ^, S und z 

dx dy 

erforderlich. 

Durch die hiemach bekannten Werthe von A, {Ä), « und B, (B), ß 

sind nun die in den Ausdrücken TOn X, Y, fX), (Y),-^, -5—, e vor- 

''■■"'•-" dx dy 
kommenden Coefficienten vollständig bekannt, und können also auch der 
durch X=0 reap. Y=0 bestimmte höchstens einzelne mittlere Bruch- 
querschnitt nebst zugehörigem Spannungsuioment, die durch (X)^^0 resp. 

( F) ^ bestimmten höchstens zwei Wendepunkte, und die durch -=— := , 
resp. 3— ^ bestimmten höchstens drei Funkte grösster oder kleinster 

dy 
Durchbiegung sowie die entsprechenden Ordinalen gefunden werden. — 

Das Verfahren würde dasselbe bleiben, wenn schliesslich auch noch 
die bisherige Voranssetzung fallen gelaaaen würde , dass alle gegebenen 
Kräße in gleichem Sinne wirken (Nr. 47), um so die allgemeinste Be- 
lastungsweise zu erhalten, die durch Kräfte möglich ist, deren Richtungs- 
linien, in einer !Ebene liegend , die Stabaxe rechtwinklig schneiden. Nur 
wurde es dann mehr als einen mittleren Bruchpunkt, mehr als zwei 
Wendepunkte , mehr als drei Punkte grösster oder kleinster Durchbiegung 
geben können. — 

Zur Vermeidung übermässig langer Ausdrucke bei der Ausfuhrung 
des in Rede stehenden Verfahrens im Falle einer zusammengesetzten Be- 
lastung des Stabes kann wieder die Bemerkung dienen, dass in Folge der 
hier zu Grunde liegenden Voraussetzung einer sehr geringen Biegung und 
der Vernachlässigung kleiner G-rösaen höherer -Ordnung alte jene durch 
die Gleichungen (162) einander gleich gesetzten Ausdrücke, desgleiolien 
auch die daraus zn berechnenden vier Unbekannten der Grössen A, {Ä), 
a, B, (£)i ß als Summen von Gliedern erscheinen, deren jedes den 
Einlluss eines Bestand theiles der Belastung auf die betreffende Grösse un- 
abhängig von den übrigen Bestandtheilen darstellt, dass man somit die 
diesen Belastungsbestand th eilen entsprechenden Glieder der betreffenden 
Grössen einzeln berechnen kann, um sie schliesslich erst zxa Gewinnung 
des Gesammtresultats zu summiren. Der Antheil, den eine gleichförmig 
auf der ganzen Länge vertheilte Belastung , oder den in Punkten con- 
centrirt angreifende Kräfte auf das Gesammtresultat haben, kann dabei 
mit Hülfe früherer Formeln beurtheilt werden. 

^. — Als Beispiel des in voriger Nummer erklärten Verfahrens 
Ftg. 24. diene zunächst ein an den Enden A, B 

gestützter Stab von der Länge ?, 
der aufseiner ganzen Länge gleich- 
förmig mit Q, ausserdem aber von 
(7, bis C, (Fig. 24) noch mit P gleich- 
Die Mitte G dieser Strecke 0(C!, habe dl« 

lyCoogle 
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Entferaungen a, b (a < fr) von den Stabenden A, S; ihre I^nge 



Unmittelbar ergiebt sich hier: 
bhängig von c, also aach ebenso gross, wie wenn P in C concentrirt 



^=4+1^ ^=4+1 



von A hiB C positiv. Der Bruchpunkt kann also nur zwischen S and C 
liegen, und zwar zwischen S und C^ oder zwischen C und (7g , jeaachdem 
die Resultante der äusseren Kräfle von S bis C^ : 

ist, oder mit Bücksicht auf den Ausdruck von B jenachdem 

«> » 

p 
ist. Wäre -^ kleiner, als dieses Verhältnisa, so Ifige der Bruchpnnkt 

in der Entfernung y = ^ vom Ende S und wäre tiMx ilf =-t — ■ 



Yerhältniss, eo liegt der Bmcbpunkt in der Strecke CC^ in einer Eut- 
femung x vom Punkte C, die durch die Grleichnng 

A-~ie + x) — ^ia+x) = ü 

bestimmt ist; man findet daraus mit Rücksicht auf d^ Ausdruck von A: 
iF+qxb—a-, 
"- PI+2QC ' <"'^ 

und damit das entsprechende Spannnngsmoment : 

Wäre c = , also 3; = , so wäre 

ist: in Uebereinstimmung mit Gleichung (140) in Nr. 60. 

Ist P die einzige Belastung, so li^ der Bmchpunkt jedenfalls 
zwischen C und (7, in der Entfernung von C: 
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X^ — 7^"' '™** findet man maxM=P-j j— (166), 

i. nach Gleichung (142) im Verhältnisse — j — kleiner, als wenn P 
1 Punkt« concentrirt angriffe. 

Ist a = h, so liegt der Bruchpnnkt in der Hitte {x =^ Ö) und ist 
„>axM={p-\-f)-L-P^^pt^^ ^ (U6), 

i 

das Glied mit P in Gleichung (146). 

Um auch die Biegung des Stabes zu untersuchen, bedarf es der Be- 
stimmung von ce, ß, wobei aber die Beschränkung auf den Bestandtheil P 
der Belastung genügt, da der Einfluas von Q nach dem Früheren bekannt 
ist. Dann folgt aus der Momentengleicfaung für die Strecke ACi : 

ax* 
durch zweimalige Integration : PJJia ;— ) = I 

P 

und aas der Momentengleichung für die Strecke 0^0^ mit^ = — — : 

indem die Integrationsconstanten mit Bücksicht darauf bestimmt werden, 
dass die beiden Theile ACi und C^Cg der elastischen Linie in 0, eine 
gemeinsame Tangente und eine gemeinsame Ordinate haben: 

Aui^oge Gleicfaongen erhält man hieraus für --= — und 2 durcbVertauechnng 

ay 
von X mit y, a mit 6, j1 mit B, a mit ß, und durch Gleichsetznng der 

aaf den Punkt C (x = a resp. t/^h) bezogenen Ausdrücke von -r— und 

ds 
^5—, sowie der beiden Ausdrücke von s ergeben sich dann die folgen- 
den Gleichungen zur Berechnung von a, ß: 



EJaa j 

\l nnd FtBtigkeit. 
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fiodet daraus mit As= P~f~ , B^P-j-, p = — : 



(159), 



EJ Ql ' ^ EJ 61 

iüi c^ in Uebereinstimmung mit Gleichung (143). YermittelB der 
Gleichungen (157) und (158) und derjeiiigen, die aus ersteren durch 
Vertanschung von x mit y, A mit B, a mit ß jur die Strecke BC^ 
hervorgehen , sind nun für jeden Punkt der elastischen Linie ihre Neigung 
und Durchbiegung zu berechnen. 



lat insbesondere a = & = ~ , so wird 

^ P U* — ic* 



(160). 



In diesem Falle findet die grösste Durchbi^ung 2 = ij in der Mitte siatt 
und ergiebt sich aus der zweiten Gleichung (168) mit 

^ = Y' ^ = T' P = J-c-- ^ = EJ 48^^ ^'''^' 

itir c^O übereinstimmend mit Gleichung (117). 

Ist ausser der von 0, bis C^ gleichförmig vertheilten Belastung P 
noch eine auf der ganzen Stablänge gleichförmig vertheilte Last Q tot- 
banden, so ist 

■^^^ 
und nach Gl. (147) in Gl. (161) das Glied A ^ — 1 

Ausdrücke, die auch aus Gleichung (160) and (16 
hervorgehen. — 

Wäre der Stab von A bis C^ mit P^,' von C, bis C» mit 
Pi, vonCi bisC^ mitP, ..., von C;, bis 5 mit P„ gleich- 
förmig belastet, so wäre mit 
AC^ = 2ea CiC, = 2ci CiC; = 2c, C„S = 2c„ 

a^ = Co a, = 2C(, + Ci fl3 = 2(Co+Ci)+c, . . . 0,= ?— Cn 

\=l — Co 6l = ?— Ol &j = Z — Os bn=Ca 

A -(-Pft) _ ^[P6(a'+2o6-c ')] 
A = —j~ia .j^j-j , 

worin die Summenzeichen bedeuten , dass die Grössen P, a, i nach und 
nach mit dem Index 0, 1, 2 . . . n genommen und die betreffenden Aus- 
drücke summirt werden sollen. Nachdem so A und a (resp. B und ß, ans 
obigen Gleichungen bei Vertauschnng von a mit b zu erhalten) gefunden 

sind, hat die Bestimmung von X, (X), --j-, e resp. von 7, {T), -^f 

Z fär jede Stelle des Stabes keine Schwierigkeit. 
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66. -— Wenn die vorige Aufgabe daliin abgeändert wird , dase der 
Stab AB (Fig. 24) an beiden Enden eingeklemmt igt, uad 
zwar so , dase a = ß=^ ist , so gelten mit alleiniger Rüoksicht auf die 
von C( bis tj, gleichförmig vertheilte Belastung P^2cp für die Strecke 
ACi des Stabes die Gleichungen : 

X = A; (X) = ~Er^ = (A) + Ä^ 

und f^r die Strecke C^ Cf : 

X=A—p{x^a + c); {X) = {A) + Ai-^(x-a-^c)* 

AuB diesen letzten Gleichungen erhält man Ausdrücke von Y, (Y), 
-=-, 1 fflr dieselbe Strecke CiC^ durch Vertauschung von x, a, A, {Ä) 

beziehungsweise mit y, h, S, {S). Die zur Bereclinung von A, {A), B, 
(B) dienenden Gleichungen (162), Nr. 64, bezogen auf den Querschnitt 
C (x-=:a resp. y=rh), ergeben sich somit wie folgt: 
^ A — pc = — B-^pc 

(Ä) + Aa=,(B) + Sb 

(^)« + ^-f^ = -(^)'-^ + ^ 
{A}a^ Aa' ^ {B)b' Bh^ 
2 "^ 6 2 "^ 6 ■ 

Durch Elimination von B und (B) erhält man hieraus zwei Gleichungen 
mit den Unbekannten A, (_A), für die sich folgende Ausdrücke ergeben : 

(^)^-P ^°>' + (;-^»)" . . . (163, 

daraus natürlich die von B nnd {B) durch Yertauschuug von a mit h. 
Für c ^an sind sie in Uebereinstimmung mit Gl. (109) und (110), Nr. 57. 

In obigen Gleichungen ßr X, (X), -^, B und in den (malogen 

für J", fyi, -^i—, e sind nun alle Coeßicienten bekannt, und bedarf 

' ^ " dy' 
danach die Beantwortung sonstiger an das Verhalten des Stabes zu 
stellender Fragen keiner weiteren Erklärung. Es sei nur noch bemerkt, 
dasB A und S relative Bruchpunkte , d. h. die Absolntwerthe von {A) 
und (B) relativ grösste Spannnngsmomente sind , und dass dem mittleren 

l' |.yCOOJj^lC 
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Briichpimkt , in der Strecke CjCg in der Entfernung — von C^ liegend, 

das SpannnngBinonient entspricht: 

{A)+A{a-c+f)-^^-(A) + A(a-c) + ^ (164). 

In dem allgemeineren Falle gleichrörmiger Belastung mit F^, P^ , . . F^ 
beziehungsweise von Ä bia C, , von (7, bis C, ■ ■ . . , von Ca bis B 
(Nr. 60) sind A und {Ä) als Summen von Gliedern zu berechnen, die 
nach Analogie der G-leicliungen (162) und (168) gebildet werden. 



8. Der an den Enden gestützte oder elnf eklemmte Stab ist ausserdem 
tu mittleren Stellen g«statzt, 

67. — Während die Endpunkte der elastischen Linie wie bisher mit 

A, B bezeichnet und als Anfangspunkte der Coordinaten x, Z resp. y, z 

angenommen werden (Nr. 54), seien von A aus gereclinet die mittleren 

Stützpunkte oder vielmehr die betreffenden Punkte der elastischen Linie mit 

C, 0, C, . . Ca 

die Werthe von -^— daselbst mit y^ y, Ya ■ ■ fa 

» e „ „ ^1 «Ja (I3 

die Längen der Abtheilungen AC^ C^ C^ C^C^ ■ 

mit l l^ ^ ■ 

bezeichnet, endlich mit X X^ X^ . 

die Neigungen der Geraden ACi C^i^ ^t^z • 

gegen die Gerade AB, beetimmt durch die Gleichungen: 

Die Grössen l, \, \ . . . , ^ ^ S^ . . ■ und somit X, X^, X^ . . . 
seien ebenso wie die belastenden Kräfte, der Querschnitt und die materielle 
Beschaffenheit des Stabes gegeben ; haben femer 

A, {A), a und B, (B), ß 
die früheren (in Nr. 6i erklärten) Bedeutungen bezüglich des Zustandes, 
in dem sich der Stab an den Enden befindet, so sind auch von ihnen 
zwei durch die Bedingungen der Aufgabe gegeben : (A) oder a, jenachdem 
bei A, (B) oder ß, jenachdem bei B einfache Stützung oder Einklemmung 
stattfindet. Ausser den übrigen vier jener sechs Grössen sind nun zwar 
auch die Beactionen 

Ci d Ca . . . C„ 
der gleich bezeichneten Zwischenstützen zunächst unbekannt, doch lassen 
eich durch sie und durch die gegebenen Elemente nach Nr. 64 jene ersteren 
vier Unbekannten ausdrücken, und indem man dann damit auch die 
B - Coordinate für jeden Punkt der elastischen Linie ausdrücken kann, die- 
selbe aber für die mittleren Stützen = d,, S^ . . . da gegeben ist, erhält 
man eben so viel Gleichungen , wie zur Bestimmung der noch übrigen 
Unbekannten nöthig sind. Sind sie gefunden, so kann für jede Stelle 
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die Reenitante der äusseren Kralle , das Spannungsmoment , die Neigung 
und die Durchbiegung der elaatiechen Linie ausgedrückt und somit jede der 
hinsichtlich ihrer ausgezeichneten Funkte in früheren Fällen besprochenen 
Fragen auch hier beantwortet werden. 

68. — Wenn die Belastung jeder Abtheilung ^C„ 
CiCj ... des Stabes in einer gleichförmig auf ihrer ganzen 
Länge vertheiltenLast und in solchen Kräften Pbeateht, 
die in gewissen Punkten concentrirt angreifen, so lässt 
sicli die Berechnung der zur weiteren Untersuchung nbthigen Unbekannten 
einfacher auf Grund der Gleichungen (149) in Nr. 63 ausführen mit 
Hülfe daraus herzuleitender Delationen zwischen den Spannungsmomenten 
(Cj), {Os)i (^s) ™ ^^° Querechnitteu über drei Aifeinander folgenden 
_ __ Stützpunkten. Sind nämlich (Fig. 25) C, 

und Ct die Punkte der elastischen Linie über 
den gleich bezeichneten Stützten, und ist 
CiJ?i parallel AB, C, T, tangential an die 
elastische Linie, beide im Sinne von Cj gegen 
Cj gezogen , femer C, H^ parallel AJi, tj T^ 
tangential an die elastische Linie, beide im Sinne von Cj gegen C^ ge- 
zogen , so sind bei den in der Figur angenommenen relativen Lagen der 
betreffenden Geraden die Winkel 

und man kann nun das Stück 0^0^ des Stabes als einen Stab betrachten, 
der an seinen Enden unter den Winkeln 

CjCiI\ = yi~;ii und CiC,2;=A,— y, 
gegen die Gerade C^C^ geneigt eingeklemmt ist. Somit besteht zwischen 
den Unbekannten ((7j), ((^)i /■ eine Beziehung analog deijenigen, die 
aus den Gleichungen (149) für (^1) und (B) durch Elimination von ce 
erhalten werden kann, wenn darin ß^X^ — y^ gesetzt wird. Ebenso 
kann eine entsprechende Beziehung zwischen den Unbekannten (C^), iC^), 
y^ gebildet werden , nm dann schliesslich aus beiden durch Elimination 
von /j die gewünschte Gleichung zwischen (C,), (Cj), (Cj) zu erhalten. 

Setzt mau nun diese Gleichung n mal , d. h. so viel mal an , als je 
drei aufeinander folgende Stützpunkte (die Endpunkte A, S mitgereclinet) 
vorhanden sind, so hat man in Verbindung mit zwei weiteren, von denen 
die eine zwischen {A), (C\), a, die andere zwischen (Gi), {B), ß nacli 
dem Muster der obigen Beziehung zwischen (Cj), (Cj), /g geiDlldet werden 
kann, im Ganzen n -{- 2 Gleichungen, wodurch die n Spannnngsmomente 
iPi), {0%) ■ ■ ■ {Cn) und die zwei nicht gegebenen der Grössen (A), a, 
{B), ß bestimmbar siud. 

Was dann die Kräfte A, B und die Reactionen Ci, Cj - . ■ der 
gleichnamigen Mittelstützen betrifll, so Ist zu berücksichtigen, dass 
C, durch die Belastungen beider Abtheilungen AC^ und £^Cj, 



c, „ „ 






fl, w. verursacht wird. Sind also 


X, 


& 


diejenigen Tlieile der Reactionen 


V, 


Ca 
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die von den Belastungen der Äbtheilimgen CjC^ C^C^ . 

herrühren , sind femer u ,, R Ri B^ ■ 

die Resultirenden der die Abtheilungen ÄCi CiCg C^Cg ■ 

belastenden Kräfte und Jlf Sfj^ M^ . 

ihre Momente für die Funkte . . . C^ C^ C^ 

so musB an der (durch Schnitte bei A und C,) isolirt gedachten Steb- 
strecke ÄCi Gleichgewicht bestehen zwischen ihrer gegebenen Belastung 
und den Kräften und Kräßepaaren : 

A und (A) f an der Endfläche bei A, 
B — J. und (0,), „ „ „ „ Ci angrdfend, 

desgleichen an der isolirt gedachten Stabstrecke C^Cj zwischen ihrer 
gegebenen Belastung and den Kräl^n und KrSftepasren : 
S, und (C), an der Endfläche bei C^, 
Jt, — Si und (C,), „ „ „ „ C, angreifend u. s. f. 

Dem Gtleichgewicht entsprechen die Gleichungen : 

{_Ci) = (A) + Al — Mi {Cs) = {Ci)-{-SJi~M^ etc., 
und ergeben sich daraus die folgenden Bestimmungen der Unbekannten 
A, C„ C^...a, B: 

-(Ä) 






(165). 



(j lg 

Somit sind dann wieder die w + * Unbekannten A, Ci, 0^ . ■ ■ C„, B 
und(.^)resp. a, (f) resp. ^gefunden, zugleich als Hülfsgrössen die Spannungs- 
momente in den Querschnitten über den Mittelstiitzen , die übrigens als 
relativ grösste zur Beurtheiluiig der Anstrengung des Stabes ohnehin zu 
berechnen gewesen wären. 

69- — AuBgeftJhrt werde das so eben erklärte Verfahren beispiels- 
weise ITir den Fall, dass der Stab auch an den Enden A, B 
ebenso wie in den Zwischenpunkten C^, C^ ■ ■ . nur einfach 
gestützt, und dass er in den einzelnen Abt heilnngen nur 
gleichförmig belastet ist: 

mit p pi Pi • • • ?!''> Längeneinheit 
in den Abtheilungen ^ l l^ ^ . . . 

Aus den Gleichungen (98) in Nr, 55, nämlich mit P=0 und 
Q=pl aus den Gleichungen: 

D,Bi,z,db,Google 
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folgt nun durch Elimination von a resp. ß : 

Analog der ersten dieser Gleichungen ist mit ß^^i-j — /g (Fig- 25): 

und analog der zweiten mit a = y^ — ^ : 

Am beiden zasammen folgt durch Elimination von y, : 



TTorm A, = ■ ■ ■ ■ , Aj = --- y - - - ist, 

Analoger Weise lassen sich htemacti « Gleichungen von folgender 
Form bilden, in denen H^, H^, H^ . . . H^ bekannte Grössen sind: 

i, (CO + 2 R + (,) (C.) + (, (C,) = ff, 
!. (Ol) + 2 ft + « (0.) + !. (C.) T ^. 
!._.(ft_,) + 2(!._, + Z.)(0.) =Ä,. 
Addirt man diese Glelchmigen, nachdem 

die zweite mit /i, = — 2 — p-=- 

die dntte mit ^j = — y ^ j — ^^s 

tj tj 

die vierte mit {1^ = y 2 — "T /j, etc. 

multiplicirt wurde, so fallen alle Unbekannten ausser (Cn) fort, die somit 
aus der resultirenden Gleichung gefunden werden kann, darauf (Cn_i) 
aus der letzten, {d— a) aus der vorletzten u. 8, f. der einzelnen 
n Gleichungen. 

Danach findet man gemäss Gleichung (166) nach und nach; 
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Sind femer . . . .' D i>i D, 
in den Abthellungen l l^ l^ . 

und d d, d, 
von den Punkten . ^ C, Q 
80 ist nach Nr. 56, Gleichung (103) 


' 21- 


die mittleren Bnichpnnkte 


^'-t' 


(A) = 


■(«.> + fe" 




^-b 


(2),)= 


^(0.)+!^ * 





Dieae »+1 Spannungsmomente (jD), (Dj) ■ . . und die absoluten Werthe 
TOD (fli), (Ci) ■ • ■ sind die relativen Maxima des Sponnungsmomentes 3f. 
Ferner sind nach Nr. 56, Gl. (106) die Abstände f f^ fa ■ ■ '• 
der Wendepunkte F F^ F^ . ■ ■ 
von den Stützpunkten A C^ C^ ■ • • 

f=2d; /; = d.+j/d,^+2^ 



ft = ^±y^'+2— etc., 

und entsprechen die doppelten Vorzeichen je zwei solchen Punkten in jeder 
mittleren Abtheilung. 

Schliesslich ergeben sich die Winkel a, ^n /j ■ • ■ "us den nach 
Analogie der zweiten Gleichung (166) gebildeten Gleichungen: 

--+-^fri-*i) 

2(o.)+(c.)— ^+-5^fr,-« .tc. 

und damit die Gleichungen der einzelnen Abthellungen der elastischen 
Linie. So folgt z. B. für die Abtheilung C^Ca, wenn der Anfangs- 
punkt der Coordinaten x, :3 in dem über Oj liegenden Punkte von AB 
angenommen wird, aus der Momentengleichung 



durch 


^{--^)- 


= (C.)a 


= +¥- 




jij(d,+,,i-~i)-. 


(CJi- S,x' 
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70. — Wenn insbesondere alle Stützen gleich hoch 
und in gleichen Entfernungen liegen und die Belastung 
auf der ganzen Länge des Stabes gleichförmig vertheilt 
iet, alao im Falle 

d,= 5g = (S, . . . =0; X = l^=li . . . —0 
1=1^ = 1^ .. . ; p=p^=p^ . . . 

ergeben sich beispielsweise für 3, i und 5 Stützen die folgenden Resul- 
tat«, die, weil in gleiclien Abständen beiderseits von der Mitte des Stabes 
gleich , nur für die dem Endpunkte A zunächst liegende Stabhälfte ange- 
geben sind. 

1) Bei 8 Stützen A G^ B ist: 







(0.)-- 


8 ' 


A= 


>■ 


c,= 


IW 






. = |, 


!; (B): 


= 0,0703 pi> 


; f= 


0,75 (. 


2) 


Bei 


i 4 Stütz 

(c.)=- 


en A 
10 ' 


Ä = 


c, 

4.. 


S iu 


'lo^' 



d=^l; (D) = 0,08j)i^ d^ = ~l; (D^) = 0,025 pl* 
f=0,ai; /; = 0,276 z. 
3) Bei 6 Stützen A C^ C, C^ B ist: 



^ = ~ph G, = ^pl; C^'^nl 



f= 0,786 l; /; = 0,266 l und 0,806 J. 

71. — Die n -I- 1 Längen l l^ (,...(„ 
und Ji + 1 Winkel X Aj X^ . . ■ X„, 
wodurch die Lagen der n Z wisch enstützpunkte gegen die G-erade AB, nämlich 
ihre Ordinaten (Senkungen unter AB im Falle eines durch Schwerkräfte 
belasteten horizontal liegenden Stabes) durch 

äi = lX; d^ = di-\-l,ki; Sg = 3,-\-l,X^ etc. . (168) 
bestimmt sind , können so gewählt werden , dass dadurch ausser den 
Gleichungen : 

l + l, +1, +... + 1. =XB1 

n + i,i,+i,i,+ ■ ■ ■ +i.i.- I 

wodurch sie ihren Bedeutungen zufolge verbunden sind , noch 2n Be- 
dingungen erfüllt werden, dass z, B. die Spannungsmomente in 2n -\- l 
relativen Bmchqnersehnitten einander gleich werden, oder dass, woun die 
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Widerstandamomente W, W" (Nr. 49) des Stabes für den einen und 
den umgekehrten Biegungssinn verschieden sind , die unter sich gleichen 
relativ gröasten Spannungsmomente füir die im ersteren Sinne gebogenen 
Stabtheile dasselbe Verhältniss zu W wie die unter eich gleiuhen relativ 
grbssten Spannungsmomente für die im anderen Sinne gebogenen Stab- 
tlieile zu W haben , um so die grössten Spannungen für alle diese rela- 
tiven Bmchquerschnitte gleicli gross zu erhalten. Ist der Slab auch an 
den Endes JL, S nur einfach gestützt, so sind überhaupt nicht mehr als 
2tt -f~ 1 relative Bruchquerschnitte vorhanden : je einer bei den n Zwischen- 
Btützen und in den durch sie begrenzten n+ 1 Abt! i eilungen. Wäre aber 
der Stab bei A oder bei B oder an beiden Enden eingeklemmt, so kämen 
die Spannungsmomente daselbst als relativ gröaste hinzu , und müsste dann 
noch der betreffende Einklemmungswinkel a reap. ß oder jeder von ihnen 
zu Hülfe genommen werden, um durch entsprechende Bestimmung die 
verlangte Gleichheit der grössten Spannungen io allen relativen Bruch- 
querschnitten zu erzielen. 

Beispielsweise seien für den in Nr. 69 behandelten Fall eines an 
den Enden und in n Zwisch enpnnkten gestützten und in 
den einzelnen Abtheilungen gleichförmig belasteten 
Stabes die Lagen der Z wis ch enstü tzen so zu bestimmen, 
dass die 2n-{~l relativ grössten Spannungsmomente 
einander gleich werden.' Für die Grösse 

J!f=(i)) = (A) = (A) (0.) = -(Q) • • • 

dieser Spannungsmomente ergiebt sich zunächst ans den Ausdrücken von 
(D) und A in Nr. 69 ■■ 

M , M^ 

M*—ZpPM-lr~- = <i\ M={^—V2)pV=<i,mt>QpP (170). 

Dass nicht etwa M^\~-\-^2\pl* der Aufgabe entsprechen könne, 
folgt daraus» dass wegen 

^ — 2 — r 

Bein muss. Aus dän Gleichungen für (Z)^), (i)j) ■ ■ • und iS,, jSj . . . in 
Nr. 69 ergiebt sich nun weiter: 

wodurch die Längenverhältnisse -j- , -j- . . . und mit Rücksicht auf die 

erste Gleichung (169) die Längen 1,1^^,1^... selbst bestimmt sind. Aus 
den nach Analogie von (167) gebildeten Gleichungen für (6',), (Cj) • ■ ■ 
folgt dann : 



1 /pl 3l\'_pl' m. 
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1 ! n 

3i.-, + 2I. L 



l.)] 



ii.^i'+j».4 



— 6£7(1._ 



-W] 



und Bind dadurch mit Rücksicht auf Gleichung (170) ztiuächet die Winkel- 
differenzen : 

dann mit Biicksicht auf die zweit« Gleichung (169) die Winkel X, Xj, 
X^ . . . seibat, und endlich nach Gleicimng (168) die Grössen d^, <Jj • • • 

bestimmt. 

72. — Wenn insbesondere p=pj=p^ ... ist, ao entspricht der 
in voriger Nummer behandelten Aufgabe eine solche Anordnung der 
Stützen, dass 

;=;„, ij=ij . . . =l„_i 
Jl + Jl„ = Ä^ + A„_, . . . =0; di=da, Jj=^„„i . . . 
ist. Aus Gleichung (171) folgt dann: 

uDd wenn AJS=2l-i-(n — i}li=(n-\- 1)1' 



= 0,8535 



gesetzt wird, so ist lj^ = 

,mit und 

i Gleichung (172) 



-1 



■l'. 



0,707 
Damit und mit dem Werth von M nach Gleichung (170) ergiebt sich 



— n (19009 £. 






-.K-,-K-.=^{^-^i.m) 



und durch Addition aller dieser Gleichungen fiir^ — ^,, ^ — Aj, 
i — i, — 2i= [2 . 0,02982 + (» — 2) 0,03362] ^, 



l=(0,01676« — O.OOS?)'^ 
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TTouach Ij^, ^ . . . der Reihe nach aus den Gleichungen für X — i^, 
K — ^ • • • gefunden werden. Ist M'^mpl'* das grbsBte Spannnngs- 
moment, das nnter übrigens gleichen Umständen dann stattfinden würde, 
wenn alle Stützen gleich hoch und in gleichen Entremungen ( sif) lägen, 
so dass nach Nr. 70 insbesondere 

für n= 12 3 

— i. i- A 
*""" 8 10 28 
ist, so lässt das Verhältniss 

3f_ 0,0858 / ly 

erkennen , in welchem Grade durch diese vortheilhaßeste in Tergleich mit 
jener einfachsten Anordnnng der Stützen die Änatrengung des Materials 
verkleinert wird. 

Hiernach findet man z. B. für 3 Stützen (n=l): 

l=.L=l'; J,=0,01306^; Jl/ = 0,686 Jlf ; 

für 4 Stützen (w = 2): 

i = ^=0,9459Z'; i,=l,1082?' 

A= 3- = 0,02982^; M=%1%%W; 

für 5 Stützen {«=3): 

i = ;j = 0,92U'; i,=;» = l,079!' 

rf, =5, = 0,04658^; ij, =0,06622^; Jtf^ 0,679 3f'. 



b. Gerader stabfSnuiger Körper von vei^nderlidieiii Qaersohnltte. 

73. — Wenn der im ursprünglichen (spannnngaloBen) Zustande gerade 
stabförmige Körper, der gemäss Nr. 40 als symmetrisch in Beziehnng auf 
eine die Richtungslinien aller ansseren Kralle enthaltende Ebene voraos- 
gesetzt wird (oder wenigstens als so gestaltet , dass seine Querschnitte in 
Hauptaxen flir ihre Schwerpunkte von der Kraftebene geschnitten werden), 
einen veränderlichen (an verschiedenen Stellen verschiedenen) Querschnitt 
)iat, so kann seine Anstrengung (die in seinen verschiedeneu Punkten statt- 
findende Spannung a) und seine Biegung für gegebene Stül^nngs- und 
Belastungsweisen des Stabes nach denselben Methoden gefunden werden, 
wie Bie für den Fall eines pilematischen , also eines stabförmigen Körpers 
von überall gleichem Querschnitte im Yorlieigehenden erklärt und benutzt 
wurden ; nur wird ilu% Anwendung weniger einfach. Auch können dann 
ausser solchen Stetigkeitsunterbrechongen der elastischen Linie, die durch 
örtlich conceutrirt angreifende Kräfte P oder durch unstetige Äenderungen 
der specitischen , d. i. der auf die Längeneinheit bezt^enen Belastung p 
verursacht werden, noch'solche vorkommen, die von unstetigen Äenderungen 
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dea Querachnittfi an gewissen Stellen des Stabes herrUhren und von der 
zweiten Ordnung sind , d. 1i. einer sprungweisen Aendenmg des zweiten 
Diflerentialquotienten der Ordinate nach de^ Abscisse der elastischen Linie, 
nämlich einer sprungweisen Aendening ihres Krümmungshalbmessers ^ 
entsprechen. (Nr. 48.) 

74- — Beispielsweise habe, ein Stab von der Länge AB=^l einen 
so veränderiichen Querschnitt, dass dessen Trägheitsmoment für seine 
Biegnngsaxe der dritten Potenz einer gewissen Dimension proportional ist, 
die von dem Werthe Ä bei A bis zum Werthe Äj =;nA bei B propor- 
tional dem Abstände x von A abnimmt p so dass sie in diesem Abstände 



= Ä_(Ä-?.J^=/i(l-^-^ 



und somit das entsprechende Trägheitsmoment ^ t/X" ist, wenn es für 
den Querschnitt bei A mit J bezeichnet und zur Abkürzung 

1 — M „ 

I j-x = X 

gesetzt wird. Dieser Voraussetzung entspricht u, A, ein rechteckiger Quer- 
schnitt von constanter Breite, dessen Höhe (mit der Biegnngs ebene pa- 
rallele Seite) von h bei A bis h^ bei B gleichförmig abnimmt, oder ein 
elliptischer Querschnitt, dessen zur Biegungsebene senkrechte Hanptaxe 
constant ist, während die andere von h bei A bis h^ bei B gleichförmig 
abnimmt. 

Ein solcher Stab sei an den Enden so eingeklemmt, dass daselbst 
die elastische Linie unter gewissen kleinen Winkeln a und ß gegen die 
als a>Ase (mit A als Anfangspunkt) angenommene Gerade AB geneigt 
ist, welche Winkel positiv oder negativ gesetzt werden, jenachdem sie von 
der x-Axe ans auf der Seite der 
positiven (Fig. 26) oder der nega- 
tiven y-Axe liegen, die im Punkte 
A senkrecht znr x-Axe angenommen 
ist. Wäre der Stab prismatisch (das 

Ä, 
Veijüngungsverhältniss tt= -^ ^ 1 )i 

so wären nach Nr. 55 , Gleichung (98) die Spannungsmomente in den 
Esdquerschnitten bei A und B, insoweit sie nur von den Einkleiomungs- 
winkeln a , ß abhängen : 

Bei dem vorliegenden nicht prismatischen Stabe sind diese Spannungs- 
momente zugleich vom Yeijüngnngs Verhältnisse n abhängig, und es sei die 
Aufgabe, ihre Ausdrücke zu entwickeln , deren Kermtniss u. A. für ein 
in folgender Nummer zu besprechendes Problem des Maschinenbaues von 
Interesse ist. 

Ist zu dem Ende noch A die am gleichnamigen Stabende wirkende 
Reactionskraft , ebenso wie (^) nur mit Rücksicht auf den Einfluss der 
Etnklemmungs Winkel und a^ebraisch verstanden in dem bisherigen (in 
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Nr. 54 erklärteo) Sinne, so ist die Momentengleichung (Differentialgleichung 
zweiter Ordnung) der elastischen Linie: 

Die erste Integration derselben giebt mit Rücksicht darauf, dass, wenn 

X=a'\-hx (hier ist a=l, b = j — 1 

gesetzt wird, fdx 1 fdX 1 

fxdx _ 1 f{X~a)dX _ 1 /' 1 a \ 

ist, und indem die IntegratJonsconatant« mit Rücksicht darauf bestimmt 
wird, dass a; = 0, -j^^ft zusammengehörige Werthe sind: 

woraus durch abermalige lutegration mit Rücksicht auf 
rdi 1 rix 1 



fix _ 1 ri 

fdx 1 fdX 1 , „ 

J^-TJir=T'"^ 



und darauf, dass ^ =: , y = zusanunengehdrige Werthe sind , ge- 
funden wird : 

— (^l~ny{ax-~y) = 

Wenn in diesen zwei durch die erste und die zweite Integration ge- 
fundenen Gleichungen 

»; = !, I=l-(l-») = «, ^ = -f>, » = 

gesetzt wird, so gehen sie Ober in : 

^»>(o+« = (l + »)(4) + ^i 

^^«(1— »)'(. = (l—»)'(^) + (!—»■ + 2«!»») A!, 
woraus sich durch Elimination von A ergiebt: 

[(I— »)(3» — 1) — 2»'faiJo + »(l— »' — 2«I»-)|9 



iA)= 



2(l^»)-(l+»)(»- („3,. 
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Fflr «^1 wird diese Gleichnng, wie es sein 
EJ 2EJ 



U) = ± 



{2a-ß), 



wenn der Werth dea znoächst in unbestimmter Form erscheinenden Ans- 
drncks traf bekannte Weise bestimmt wird. Aus dem Ausdrucke von [Ä) 
erhält man endlich den von (B) durch Substitution von a für ß, ß iür a, 

— fiir « und m*J (als Trägheitsmoment des Querachnittea B) für J 

(d. h. für das Trägheitsmoment des Querschnittes A) : 

EJ . (^-""i)° + [('-"H^-'')-^'» T]'' 



(-B) = 



2(1- 



»)-(l + «)I»-- 



(174), 



75. — Im Falle des in voriger Nummer betrachteten Stabes A B 
befinden sich die Arme von Transmissionsrädern (Zahnrädern, 
Biemenrollen etc.), überhaupt von Rädern, an deren Umfange eine Kraft 
wirkt, die dea Radkranz gegen die Nabe zu verdrehen strebt und dadurch 
die mit beiden Theilen fest verbundenen Arme auf 
Biegung in Anspruch nimmt. Ist AB^ (Fig- 27) 
die ursprüngliche Axe eines solchen Radarms und 
B-JJB der Winkel, um welchen der Radkranz gegen 
die Nabe verdreht wird, so wird dadurch der Arm 
so gebogen , dass seine elastische Linie den Radius 
CBi bei A, den Radius CB bei B berührt, und 
ist er somit als ein stabfSrmiger Körper zu be- 
trachten, der bei A unter dem Winkel BAB^ , bei 
B unter dem Winkel ABC gegen die Gerade AB 
geneigt eingeklemmt ist, jener auf der einen, dieser 
auf der anderen Seite von AB liegend, so dass 
ersterer gemäss den in voriger Nummer angewandten 
Bezeichnungen = — a zu setzen ist, wenn letzterer 
= ß gesetzt wird. Die elastische Linie hat unter 
diesen Umständen einen Wendepunkt, von dem ans 
ihre Krümmung nach den Enden hin zunimmt , woselbst die G-efahr des 
Bruches am grössten ist. Fs sei die Aufgabe, die Übliche und nach 
Art der Voraussetzung in Nr. 74 stattfindende Ver- 
jüngung der Arme von A bis B so zu bestimmen, dass 
die griJsste Spannung in beiden Endquerschnitten gleich 
gross ist. 

Zu dem Ende ergiebt sich ans den Gleichungen (173) und (174) 
das Yerhältniss der Spannungsmomente in diesen Querschnitten als Func- 
tion der Winkel a, ß und des gesuchten Veijüngungsserhältnisses «: 

(B)_ . V^^-2'»v)<'+[(l-»)(3-»)-2'»^](' 




|[(l—«)(Sn—l) — 2»"i» —]«+»(: 



2»!»iV 
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VoB denselben ist hier (A) negativ, so dass, wenn die grösste Entfernung 
eines Punktes von der Biegungaaxe im Querschnitte Ä^:=e, also im Quer- 
schnitte S = ne ist, der obigen Forderung die Gleichung entapricht: 

woraus durch Gleichsetznng mit obigem Ausdrucke desselben Verbältnigses 
gefunden wird : 

(l -n)iS + «.*) — 2(1 +n*)ln — 



ß (l-„)(l + 3.-) _ „_!_■ 

« ^ ' n 

Ist aber (Fig. 27) die Armlänge ASi=l und der Radius AG der 
Nabe = a, so folgt aus dem Dreiecke AJBC mit Bücksicht darauf, dass 
— a und ß sehr kleine Winkel sind : 

sin[ — o) __ o l~{-a 



sinß ß a 

j___^_ (1— w)* 






-Cl-n)(l + 3«*) 
2,68 3,96 



. — — „ , „ „u. vu« der Gleichung : 

2n{l + n*)ln- (1 — «)(1 + 3rt«) = 

entspricht, voraus man 

«^0,577 . . . sehr na-he^y — 

findet. Um in Ermangelung allgemeiner Auflösbarkeit der Gleichung (175) 

nach n das einem gegebenen Yerhältnisse — entsprechende Veijtingungs- 

Terhältniss dnrch eine Näherungsformel auszudrücken, kann man im An- 
schlüsse an die zusammengehörigen Grenzwerthe 



^n 



»-n 



q±7l 

il-\-xa 

setzen und darin dem CoeÜficienten x einen solchen Werth beilegen, dass 
diese Formel sich ausserdem fiii' ein mittleres Yerhältniss der Dimensionen 
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mit Gleichung (175) in naher Uebereinstimmung befindet. Soll 
2 l 12 

. n = — {ür — = i geben, so findet man x=^ — und Bomit 



~y 16?+12ß' 



l _ 12(1—«') 
a ~ B(3rtä— -1) 



z. B. fürn = — — 0,7 -^ 

5 4 3 

— = 0,94 ■ 1,53 2,60 4 

a 

statt 1,05 1,64 2,68 3,96. 

Ist nun P die an einem Hebelarme CD>CS (Fig. 27) anf Ver- 
drehung des Radkranzes gegen die Nabe wirkende Kraft, und s die An- 
zahl der Arme, so kann die auf den einzelnen Arm A Tt entfallende , bei 

P 
D im Sinne des Pfeils (Fig. 27) angreifende Kraft ^ — durch eine gleich 

grosse und gleich gerichtete in B angreifende Kraft ond durch ein Kräfte- 
paar ersetzt werden , dessen Wirkung , in relativer Verschiebung der con- 
centrischen Schichten des Badkranzes bestehend , liier nicht in Betracht 
kommt, und es ergiebt sich somit das Spannungsmoment im Querschnitte 

p 
bei A als Eesultat der Kraft ^ — und des Kräftepaares = (B), die zu- 
sammen in einer Schnittfläche des Arms bei B angebracht werden müssten, 
nm ihn in ungeändertem Gleichgew ichtszus tan de zu erhalten : 

also mit (B) = — n*{A) bei Voraussetzung des durch Gleichung (175) 
resp. (176) bestimmten Veijüngungsverhältnisses w: 

Dieses Spannungsraoment muss = Ä — sein , wenn k die höehsteoa zu- 
lässige speciBsche Spannung oder Pressung ist , und ergiebt sich daraus 
für die Querschnittsdimensionen bei A die Bedingung : 

T'^JT+n^jTf ^^"^' 

Ist z. B. der Querschnitt des Arms (abgesehen von etwa seitlich vor- 
tretenden Verstärkungsrippen) rechteckig von constanter Breite ^ mh, 
während die Höhe von h bei A bis nh bei B gleichförmig abnimmt, 
80 ist: 3 

— = ~~ — , also h = y ■■ : ■-■ , ■ .. , . (178). 

76. — Stabförmige Körper von veränderlichem Querschnitte sind 
besonders als sogenannte K&rper von gleichem Widerstände 
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TOD Interesse , d. h. als Körper , in deren sämmtlichen Qnerschnitten die 
gegebene Belastung eine gleich grosse Maximtklspttnnung a' = k' nnd 
Maximatpressung a" ^ k" verursaclit. Nach Nr, 41 entsprechen dieser 
Forderung die Gleichungen : 

e' _e" ^ e' + e" _ J 

k' ~k"^ k' + k"~ M 
woraus sich in Verbindung mit der Momentengleichung 

:i= M und mit e' -\-e"=:h 

Q 
der Krümmnngsradlus der elastischen Linie eines solchen Körpers von 
gleichem Widerstände : 

UJ Ee' Ee" Eh ,,„„^ 

also proportional der Höhe h des betreffenden Querschnitts ergiebt. 

Im Folgenden sollen einige Beispiele solcher Körper von gleichem 
Widerstände betrachtet werden, die der Voraussetzung 
^ = e" = e, also Jc':=J^'=:k 
entspreclien. Das Aendernngsgesetz des Querschnitts und der Krümmungs- 
radius der elastischen Linie werden dann ausgedrückt durch die Glei- 
chungen : 

J M Ee a ^,„„ 

T = T'«=T=2t ■ ■ ■ ■ ""«■ 

Wenn hiemach solche Querschnitte , für welche Jlf verschwindend 
klein ist, sich selbst verschwindend klein ergeben, so ist zu bemerken, 
dass sie in Wirklichkeit doch schon deswegen eine endliche Grosse er- 
halten müssen, weil die hier einstweilen vernachlässigte resultirende Kraft 
R einen verhältnissmässig um so grösseren Einfluss ausübt, je kleiner M 
ist, dass sie also vorzugsweise oder selbst allein maassgehend wird, wo jlf 
sehr klein oder gar =r Null ist. Die betreffende Correetion der hier zu 
bestimmenden Körper von gleichem Widerstände bleibt späteren Unter- . 
suchnngen vorbehalten. Immerhin sind es in der Regel nur kleine Quer- 
schnittsdimensionen , wodurch diesem Einflüsse genügend Rechnung zu 
tragen ist, so dass, wenn für einen mittleren Querschnitt M^O wird, 
einem Wendepunkte der elastischen Linie entsprechend , der Stab daselbst 
durchschnitten und die Verbindung beider Theile ohne Störung des Gleich- 
gewichtszustandes durch ein Gelenk hergestellt werden könnte. 

Die blosse Berücksichtigung von Normalspannungen 
^' in den Flachen elemonten der Querschnitte und beson- 

ders in den von der Biegungsoxe entferntesten Punkten 
derselben kann übrigens streng genommen schon an 
und für sich in Folge veränderlicher Höhe des Quer- 
^^^Sf/ Schnitts einer Correetion bedürftig sein. Ist nämlich 

^"^ OX (Fig. 28) die Stahaxe, XOZ die Kraftebene, P ein 

Punkt der Durchschnittslinie dieser Ebeue mit der 
^ Körperoberfläohe , g> der Winkel, unter welchem die 
Tangente PT dieser Durch schnittslinie gegen die Stahaxe geneigt ist, ist 
ferner die Kraflebene Symmetrieebene des Stabes, so dass sie die Normale PN 
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der Körperoberfläche im Punkte P enthält nnd deren Neigangewinkel 
a, ß, y gegen die rechtwinkligen Coordinatenaxen der x, y, s: 

a = 90'* — y, ^—90", Y = (f> 
sind , so müssen , wenn eine äussere Krall an dieser Stelle der Körper' 
Oberfläche nicht angreift , die Spannungscomponenten daselbst den Glei- 
chungen 

= Ol Sin (p-^-tjCOS^ 

= r, st« 71 + fi cos «p 

a ^ Zy sin q< -\- a^.eos <fi 

entsprechen, in welche die Gleichungen (3), Nr. 3, mit p=0 und obigen 
Werthen ron a, ß, y übergehen. Daraiis folgt, dass zwar Oy, Ti und 
7, ^ Null gesetzt werden können, dass aber 

Ty= — a^tgip und ö,^ — t^tg(p = aitg'(f 
ist, dass also, sofern Ox nicht =0 ist , ty und ff, nur dann verschwinden, 
wenn, wie bei einem prismatischen oder allgemeiner bei einem stabformigen 
Körper von constanter Querschnitts höhe A, der Winkel tp=0 ist. Mit 
ffy ^= r, ^^ Ti ^ geht nun die Gleichung (8), Nr. 6, zur Bestimmung 
der Hauptspannungen o über in : 

— (Oi — ff)a(ff, — a)-\-aVy*:=0, 
woraus folgt, dass eine Hauptspannnng ^ igt, während die anderen 
die "Wurzeln der quadratischen Gleiohmig: 

(ffi — ff)(öj~ ff) — ty' = ff* — (ffi+ ff.)ff+ ffiff, — j-yä^O 
sind. Indem aber gemäss den obigen Ausdrücken von. ff^ und ty 

ffi ff» — Ty* = 
ist, so ist aucli eine zweite Hauptspannung = , und die dritte : 

a = a^-\-a^ = (i-\-tg*(p)a^ .... (182). 
Um sie ohne wesentlichen Fehler = a^ setzen zu dürfen , wie im Fol- 
genden geschehen soll , buss angenommeu werden , dass die Durch- 
schaittslinie der Körperoberfläche mit der Kraftebene 
überall unter einem nur kleinen Winkel gegen die Stab- 
aze geneigt ist. Aus ähnlichen Gründen ist überhaupt die diesem 
ganzen, von geradeq stabförmigea Körpern handelnden Abschnitte zu 
Grunde liegende Annahme: ffy^(r,=rrj=^0 (Nr. 24) an die Voraus- 
setzung gebunden, dass die Dutchachnittslinien der Körperobertläche 
mit Ebenen, welche durch die (ab 3:-Aie angenommene) Stabaxe 
gelegt werden, überall unter kleinen Winkeln gegen diese Axe geneigt 

Schliesslich ist zu bemerken, dass, wenn die Veräaderlichkeit des Quer- 
schnitts eines auf Biegung in Anspruch genommenen stabformigen Körpers 
zugleich eine solche der Querschnittshöhe h=^e' -\- e" in sich begreift, 
die Voraussetzung einer von den Richtungslinien der äusseren Kräfte recht- 
winkelig geschnittenen geraden Mittellinie des in Bezug auf die Kraftebene 
symmetrischen Stabes streng genommen solche Neigungen y' und ip" der 
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Axe gegen beide Durchseht) ittstinien der Eörperoberfläche mit der E^raft- 
ebene erfordert, dass für denselben Querschnitt 

^ y' : fjl y" — e* : e" (183) 

ist. Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so treffen die Regeln (179) big 
(181) ffii Körper gleichen Widerstandes und überhaupt die Biegnngsgesetze 
gerader stabformiger Körper auch nur angenähert zn. Wenn z. B, ein 
aus einer verticalen Wand hervorragender, durch Schwerkräfte zu belastender 
consolartiger Träger (Fig. 29 und Fig. 31) von rechteckigem Querschnitte 
oben durch eine horizontale Ebene begrenzt ist, so Ist bei einer geneigten 
Ebene als unterer Begrenzung (Fig. 31) zwar die Mittellinie nocb gerade, 
aber nicht mehr horizontal , also auch nicht senkrecht zur Kichtung der 
äusseren Kräfte ; würde gar die untere Begrenzung durch eine krumme 
cjlindrische Fläche gebildet (Fig. 29) , so würde auch die Mittellinie eine 
krumme Linie. Indessen ist der Fehler, der dadurch begangen wird, dass 
man in beiden Fällen die durch die Behtstung Terarsachten Spannungen 
ebenso beurthetlt, als ob der Träger oben und unten durch solche C^linder- 
ääehen begrenzt würde, wie sie der Bedingung (183), also einer horizon- 
talen geraden Mittellinie bei demselben Äenderungsgesetze des Querschnitts 
entsprechen , wiederum nur klein , wenn der Querschnitt nur sehr langsam 
längs der Mittellinie des Stabes veränderlich ist. 

71. — SoU z. B. der Körper AB (Fig. 29) von der L&nge l, der 

bei A eingeklemmt und durch die am freien Ende B angreifende Krafl P 

pi^ jg belastet ist, als ein Körper gleichen Wider- 

■ i Standes gebildet werden mit rech teckigeBik 

r p ■»-— tj Querschnitte von constanter Breite 

rfj ff ~~P\ b, so sind dessen Höhen h bei A und y in- 

Li — * I der Entfernung x von B nach Gleichung 

(181) bestimmt durch: 

J oh* oy*- 

#-|^=f ■ ■ ■ ■ »-> 

folgt. Wird freilich der Körper, wie Fig. 29 darstellt, so gestaltet, dass 
er nur unten durch eine parabolisch-cylindrische Fläche , oben aber durch 
eine Ebene begrenzt ist , so entspricht er der Forderung gemäss den Be- 
merkungen in Nr. 76 nur angenäherter und zwar gegen das Ende B in 
abnehmendem Grade angenäherter Weise , nicht allein wegen einstweiliger 
Abstraction von den durch die Exaft P verursachten Schubipannungen, 
sondern auch mit Rücksicht darauf, dass schon die ursprüngliche Mittel- 
linie nicht gerade ist, und dass der Winkel <p in Gleichung (182) gegen 
B bin sogar bis 90'^ wachsen würde ohne die (später zu bestimmende) 
VergrösseruDg von y an dieser Stelle. 

Abgesehen von dem Einflüsse dieser Umstände hat man zur Berech- 
nung der Durchbiegung d bei B nach Gleichung (181): 
Ey Eh l/V ,/- . Eh 

"^24 2k f l '^ 2k}/l 
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30 



alBO mit Bezng aaf das aus Fig. 
ersichtliche Coordinatensystem der x , £ 
(x-Axa parallel der Tangente der elaBti" 
Bchen Linie im Funkte A) : 

d«a^__^_ 1_ 



= y'x + Const. = 



. = |(./7-i 






oder mit dem i 



US Gleichung (184) folgenden 
■ _ i ePl l' _ SFl' 
SE hh' h ~ Ebh' ~ 



(186) 



(186), 



daraus mit x=:t und gemäss dei' Bedeuuing von a : 

-±JL}L 
' i E h ■ 
1 Werthe von k'- 

^EJ 3 ■ ■ 

d. i. doppelt so gross wie nater übrigens gleichen Umständen die Durch- 
biegung eines prismatischen Stabes von constanter Höhe Ä, also constontem 

Trägheitsmomente Jsss—— seines rechteckigen Querschnitts: siehe Gl. (88), 
Nr. 50; — 

Wird die Aufgabe dahin abgeändert, daas statt der bei B concen- 
trirt angrei/endcn Kraft P eine auf der ganzen Länge ^^ gleich- 
förmig vertheilte Belastung = jpi vorhanden sein soll, so 
ergiebt sich bei übrigens unveränderten Bedeutungen der Buchstaben durch 
eine der obigen analoge Entwickeinng : 




pl* 6 
^2 JA'' 



_px' 



entsprechend einer dnrch Fig. 31 dargestellten 
Eörperform. Femer mit Bezug auf Fig. 30: 

Eh . Eh 

= —--x = axanta=-ir^. 



de 1 , 
—- — — In 
ax a 



dx*~ 
l 



X { l \ 
e^ — \ln hl) m" 

o \ X ' / 



I mit Rücksicht auf ^=0 für x= 
und weil der Grenzwerth von xlnx für x^^'- 
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= ?w»( — x) = 



iet. ÄU8 der Gleichung für g folgt mit x^l: 

a~ E h~ E bh^ h~Ebh^ EJ 8 ^ ■' 

^ dem Vierfachen der Durchbiegung, die nach Gleichung (38) einem 
Stabe mit constantem Querschnitte = hh unter übrigens gleichen Um- 
ständen zukommt. 

Wenn auch mit Kücksicht auf die vernachlässigten Schubspannungen 
liier eine Verstärkung des Körpers am Ende S in minderem Grade nöthig 
ist, weil hier die Schubkraft R^px zusammen mit dem Spannungs- 

momente ]H= ■—■ — nur allmählich von B gegen Ä wächst, so muss doch 

bemerkt werden , dass die gefundene Biegungsweise , welcher ohne solche 

Verstärkung -^ ^ CO für ar^O entspricht, nicht vollkommen realiairt 

werden könute , und damit dann auch nicht die verlangte G-leichheit der 
grössten Spannungen aller Querschnitte. 

7S> — Soll der bei A. eingeklemmte und bei S durch die Kraft P 
belastete stabtormige Körper von der Länge ^3 = 2 einen rechteckigen 
Querschnitt von constanter Höhe h erhalten, so sind dessen 
Breiten fc bei A und y in der Entfernung x von B bestimmt durch : 







J 


w = 


'''W 




™ 


raus sich ergiebt : 




6 "" 


X 

i ■ ■ ■ 


. . (189). 


Die 


elastische Linie ist jetzt ein Kreisbogen mit dem Radius 


Eh , 


die 


Durchbiegung bei B: 


6i>i» 
BW 


2 EJ S 


. . (li)0) 


„i.J=^, d.„. 


1,5 mal so gross, wie 


i sie unter sonst gleichen Um- 


Btäi 


iden bei constanter Breite {tsein 


würde. 


— 




Be 


Bei glelehfö 
lastung = pl 


rmig auf de 
erhielte man au 


r gan 


len Länge 


vertiieilter 






* 2" Mi 

h ""'' ■ 


' 2 


> 6 

jT ■ ■ ■ 

DigtizR 


. . (191). 
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Die elastische Linie wäre nach wie vor kreisrörmig mit dem Radius 

■E* , , ,. u 



■ 2k ' 







^ dem Doppelten der Durchbiegung eines prismatischen Stabes voq der 
Breite h unter übrigens gleichen Umständen. — 

Von diesen beides Fällen findet namentlich der erste , einer bei B 

angreifenden Kraft P entsprechende, Anwendung bei zusammengesetzten 

Federwerken, Schichtfedern, die aus der durch Gleichung (189) 

bestimmten einfachen Dreiecksfeder gB^ (Fig. 32) durch folgende Er- 

P,^ jj wäguQg abgeleitet werden können, 

nachdem die (Geraden hh', dd' . . . 

parallel mit der Grundlinie gg' = b des 

gleichschenkligen Dreiecks gBg" in 

gleichen Entfernungen = - — l. ferner 

n 
ab , a'b', cd , c'd' . . - parallel mit 
der Mittellinie AB gezogen wnrdea 
mit den aus der Figur erkennbaren 
Durchschnittspunkten ß , S, 6' . . . 
Bezeichnet P' eine Kraft, die der bei B angreifenden und zur Dreiecks- 
ebene gBg" senkrechten Kraft P gleich , aber entgegengesetzt gerichtet ist, 
so wird der G leidige wichtsaustand der Dreiecksfeder offenbar dadurch nicht 

geändert, dass bei ß die Kraft P', bei b und b' die Kräfte -^ P, bei S 

1 1 

und d' die Kräfte — P*, bei d und d' die Kräfte — P . . . hinzugefügt 

werden, und man kann sich dann den Spannungs- und Biegungszu stand der 
Dreiecksfeder dadurch vermittelt denken, dass der rechteckige Theil a^&'a' 

des mittleren Streifms von der Breite bb' = — ■ b durch das bei B und 

» 
ß angreifende Kräftepaar P, P' gebogen wird , daaa femer die dreieckigen 
Endstücke bdd und b'd'S' der beiderseits folgenden Streifen von der 

Breite dd = d'S'^=-^ b durch die bei b und b' angreifenden Kräfte — P, 
ihre rechteckigen Theile acdd und a'c'd'6' dagegen durch die beziehungs- 
weise bei b und <J, b' und 6' angreifenden Kräftepaare -^ P, — P' etc. 

gebogen werden. Diese Uebertragungs weise der Wirkung von Streifen zu 
Streifen findet nun tliatsächlich statt bei einer Schichtfeder, die aus der 
Dreiecksfeder gBg" dadurch hervorgeht, dass dieselbe längs ab, a'b', cd, 
c'd'. . . zerschnitten wird, je zwei correspondirende Streifen, wie z. B. 
abdc und a'b'd'c' zu einem Streifen von doppelter Breite vereinigt, und 

alle diese « Streifen von gleicher Breite ^ — b Über einander ge- 

Bcliichtet werden , wie Fig. 33 beispielsweise für n = 4 in Seitenansicht 
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und unterer AnsicJit darstellt. Eine solche Schichtfeder, wie sie verdoppelt 
PI, sa und an jedem Ende durcli eine Kraft 

P belastet, in der Mitte durch eine 
Fassung zuaammeu gehaltea, u. A. 
bei Eisenbahnfahrzeugen Anwendung 
findet , kann also im Wesentlichen 
(vorbehaltlich dea Ersatzes der zuge- 
schärften durch abgestumpfte Enden 
der einzelnen Schichten) nach den- 
selben Formeln bezüglich ihrer An- 
strengung und Biegung beurthellt werden, wie eine einfache Dreiockafeder, 
wenn nur darin nb fUr h gesetzt wird, unter h jetzt die Breite der Schicht- 
feder und unter n die Zahl ihrer Schichten verstanden. Sind dann also 
P, h, l, 3, E, h gegeben, so findet man aus Gleichung (190) die Dicke 
der einzelnen Schichten : 






' E i 



dann aus Gl. (189) : 



(193), 



wofür naturlich eine der beiden diesem Ausdrucke von n zunächst kommenden 

ganzen Zahlen (vorbehaltlich entspfecliender Modification von b) zu setzen 
ist. Indem hiernach h umgekehrt proportional ä, somit n proportional d^ 
ist, so folgt, dass die Schichtfeder aus um eo dünneren Schichten in um 
so grösserer Anzahl gebildet werden muss, je grösser unter übrigens ■ 
gleichen Umstanden ihre Biegsamkeit sein soll. 

79. — Wenn alle Querschnitte einer gegebenen Figur 
ähnlich sein sollen , z. B. einem Rechtecke von gegebenem Seiten- 
verhältnisse , einer Ellipse von gegebenem Axenverhältnisse , insbeson- 
dere einem Kreise etc. , so sind durch eine einzige Dimension eines Quer- 
schnitts alle anderen Dimensionen desselben bestimmt. Ist y diese 
bestimmende Dimension für den Querschnitt in der Entfernung x vom 
freien Ende B dea andererseits bei A eingeklemmten Körpers, so kann 
die Function 



gesetzt werden, unter i 
hältnisszahl verstanden , 
schnitte: 



eine von der Querschnitts form abhängige Ver- 
. B. lur ähnliche rechteckige Quer- 



» = -——, wenn 1/ die Höhe , s die Breite, 



fUr kreisförmige Querschnitte: 

m^-^, wenn p den Durchmesser 

bedeutet. Ist also h der Werth von y für den Querschnitt bei -4, BO 
ergiebt sich im Falle der Belastung durch die bei B angreifende Kraft 
P aus 
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(194). 



Was die Durchbiegung betrißt, eo ist nach Gleichung (181), unter y, 
wie bei obigen Betspielen, die Höhe des Querechnitta = 2e verstanden, 

Ep Eh \/l^ i Eh 

also mit BezQg auf das Coordinatensjstem von Fig. 30: 

d*g 1 __1_ -i 

dx* • q a 

dz 
dx 



2ffl 2a \ ' 

z^ — \xr x^ I 

2a V, 6 / 



und somit für x = l'. 



. 3 ,i 3 2H»,» 6 J; !' 



(196), 



oder mit Rücksicht auf Gleichung (194): 

6 PI l* __ ePP 9 P P 

~ hE mh' h ~~ bEmh* ~ b EJ S 

unter J^mÄ*e=: — x— das Trägheitamoment des Querschnitts bei A ver- 
standen. Die Durchbiegung ist also 1,8 mal so gross, wie sie unter 
sonst gleiclien Umständen bei constanter Höhe Ä des Querschnitts sein 

Wäre der Körper an beiden Enden Ä und B gestützt 
bei Belastung durch die Kraft P an einer mittleren 
Stelle C in der Entfernung ^(7=0, BC^^b von den Enden, so ver- 
hielte sich der Theil AC wie dn bei C eingeklemmter und bei A durch 

die Kraft f - y - j^ -, der Theil BC wie ein bei C eingeklemmter und bei B 

durch die Kraft P- , ^ belasteter Körper. Dieser Fall kommt u. A. vor 

bei Tragaxen, die bei Ä und B mit Zapfen in Lagern ruhen. Bei 
kreisförmigen Querschnitten besteht dann der fragliche Körper von gleichem 
Widerstände aus zwei Umdrehnngskörpem mit den Scheiteln A und B, 
die bei (7 in einem Kreise vom Durchmesser 
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Pab 



zusammenatossen , und deren Durchmesser y in der Entfernung x von ji, 
resp. B =h y — resp, =: hy -r sind. Die Ausführung der Tragaze 

kann dieser theoretischen Form wenigstens näherungsweise angepasst werden, 
insoweit es die (nach besonderen Regeln zu bestimmenden) cylindrischen 
Zapfen an den Enden und ein cylindrisches Mittelstück bei C (der Nabe 
eines daselbst aufzukeilenden Maschiuentheils entsprechend) zulassen , und 
indem auch die danach zwischen A und C resp. B und C übrig bleibenden 
conoidischen Körperformen durch zwei sie berülirend umschliessende abge- 
kürzte Kegel ersetzt werden. 

80. — Bei gleichförmig auf der ganzen Länge ÄB^2a 
vertheilter Belastung des beiderseits gestützten Stab ea 
ist das Spannungsmoment des Querschnitts in der Entfernung x von der Mitte ; 

M=pa(a — x)—p ^ g =^~~2 

und wird somit die Forderung, dass die MaxJmalspannung in jedem 
Querschnitte =^ k sein soll , ausgedrückt durch die Gleichung : 
, -, e a* — x^ e 



B. bei Voraussetzung eines rechteckigen Quer 
Schnitts von constanter Breite b sind dessen Höhen h und i/ ii 
der Mitte und in der Entfernung x von der Mitte bestimmt durch : 



'=-PT5P=^- 



2 6»'-^ 2 bt/'' 
I folgt: 



*-»H| 



und -^ = ^^-V^ Oder— + 1^=1 . (197). 
kb A* y* a* h^ 

Es ist also y die der Abscisse x (vom Mittelpunkte aus gerechnet) ent- 
sprechende Ordinate einer Ellipse, deren Halbaxen a und h sind. -— 

Wenn die Belastung P des beiderseits gestutzten 
Stabes von der Länge 3a in einem beweglichen Punkte 
C angreift, der jede Lage zwischen A und B annehmen kann, so 
ist es zwar nicht möglich, dass bei jeder Lage in jedem Querschnitte die 
Maximalspannung 

wird ; allein es lässt sich dann der Forderung entsprechen , dass diese 
Gleichung in dem jedesmaligen Bruch querschn itte , d. h. im jedesmaligen 
Querschnitte C erfüllt sein soll. Für denselben, wenn er in der Ent- 
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ron der Mitte liegt, ist nach Gleichung (112), Nr. 61, das 
SpaQnangsmoment : 



= dem obigen mit p = — "; mit dieser Substitution ergeben sich somit 

aus Gleichung (197) fiir einen rechteckigen Querschnitt von 
constanter Breite h die Höhen h und y desselben in der Mitte und 
in der Entfernung x davon : 



Ä = 



nL SehubelftBticltllt. 

81> — Nach Nr. 26 wird unter dieser Bezeichnung die Inanspruch- 
nahme eines stabförnügen Körpers in einem gewissen Querschnitte F durch 
eine Kraft B, vorstanden, deren Bichtungslinie , in der Ebene dieses Quer- 
schnittes liegend, durch seinen Schwerpunkt geht. Die dadurch ver- 
ursachten Schubspannungen können sich von Punkt za Funkt im Quer- 
schnitte nach Grösse und nach Richtung ändern unbeschadet dessen ■ dass 
sie für alle Flächenelemente dF zusanmien die Resultante R haben. 

Um die Schubspannung t Itit jeden Punkt des Querschnittes auszu- 
drücken, werde die Krafl R von einem auf Biegung wirkenden Kräfle< 
paare begleitet angenommen , nämlich ein stabfdnniger Körper von endlicher 
Länge vorausgesetzt, auf welchen äussere Kräfte wirken in solcher Weise, 
dass sie sich für den betrachteten Querschnitt, F ersetzen lassen durch die 
B esttltante R nebst einem K räftepa are jlf. dessen F it)»"« •^'•^ n..^.^.-i.ni» 
i n- der Richtunj^slinip vnn BMnh^w■^^l^ft^i(^ aph^e\Ae,i^ wie es dann der Fall 
ist , wenn die Richtungslinien aller äusseren Kräfte , die Stabaxe recht- 
winkelig schneidend, in einer Ebene liegen. Dabei sei diese Ebene, die 
Kraftebene, als SfmmeMeebene des Stabes, ihr Schnitt mit i^' folglich, 
d. i. die Richtungslinie von R als Symmetrieaxe von F, 
und zudem der Stab als prismatisch vorausgesetzt. 

Ein rechtwmkeliges Coordinatensystem (Fig. 34), dessen 
Anfangspunkt der Schwerpunkt dos be- 
treffenden Querschnittes ist, werde so ange^ 
nommen, dass die *-Ajte in die Stabaxe 
fallt und die ^-Äxe die Richtung der Kraft 
R hat, die ^-Axe folglich mit der Axe des 
in der Ebene XOZ wirkenden Kräftepaares 
Jlf und zugleich mit der Biegungsaxe des 
Querschnittes zusammenfallt, B^ABi sei 
ein Tbeil des Umfanges dieses Querschnittes, 
S ein Punkt desselben mit den Coordinaten 
y, e, OA = e die Entfernung des mit B 
auf derselben Seite liegenden Scheitelpunktes 
A Ton der Biegungsaxe, BiB^^2tfj die durch £ gehende mit der 

DigtizBdbyGOOgle 
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Bieguogsaxe parallele Sehne, S^^T tangential an den Umfang im Pnnktc 
£„ und der Winkel BiTB^ = ff. Nach Gleichnng (86), Nr. 47, be- 
steht zwischen den abeolnt verstandeneii G-rÖssen R nnd M die Beziehung: 

dM ,- . dM ^ 

-^ — = -rK, und zwar -r;— = M , 
ax — dx 

wenn die Axe OX in solchem Sinne positiv angenommen wird, dass ZX 
der Drehungssinn des Paares M ist, da dieses dann beim Uebergange von 
dem betreffenden zu einem im Simie OX folgenden, um äx entfernten 
Querschnitte durch das Moment =: Rdx der Ejaft if vergrössert wird. 
Zugleich ist dann 

Ms 

die durch M vemraachte Normalspanoung im Punkte B, positiv mit 
dessen Ordinate e. 

Die Schubspannusg t im Punkte S des Querschnittes habe die Com- 
ponenten Ty im Sinne OZ und r. im Sinne OY, also — r, im Sinne TO- 
Die Ausdrücke dieser Spanaungscomponenten müssen zusammen mit dem 
Ausdrucke von ff, den allgemeinea Grlelchungen (2) in Nr. 2 entsprechen; 
sie sollen aber hier auf Grund gewisser Annahmen entwickelt werden 
vorbehaltlich nachträglicher Prüfung ihrer Zulässigkeit mit Bücksicht auf 
jene Gleichungen (3). 

Was zunächst die Richtung der resultirenden Schubspannnng r be- 
trifil, die das Verhältniss ihrer Componenten r^ und tx bestimmt, so muss 
T im Punkte B^ die Richtung BiT haben, überhaupt in allen 
Funkten des Umfange s tangential an denselben gerichtet 
sein. Denn hätte sie daselbst diese Richtung nicht, so hätte sie eine 
Componente nach der- Richtung der Normale J?,Jf, die nicht := Null und 
nach der in Nr. 2 ursprünglich festgesetzten B ez eich nun gs weise mit tat 
zu bezeichnen wäre als eine Schubspannung in der zur ar-Axe senkrechten 
Ebene nach der Richtung der n-Axe BjN; dann wäre sie aber nach den 
Gleichungen (1) von einer ebenso grossen Schubspannung »„ in der zu 
B^N senkrechten Ebene, d. h, in der Berühmngsebene der Körperober- 
fläche nach der Richtung der Eorperaxe begleitet, was ohne eine in 
gleichem Sinne an dieser Oberfläche angreifende äussere Kraft nicht mög- 
lich ist. Indem nun aber r im Punkte B^ ofi'enbar die Richtung B^T 
hat, weil bei der Symmetrie des Qaerscbnittes in Bezug aaf die e-Axe 
kein Grund denkbar wäre, weshalb sie hier eher nach der einen, als nach 
der anderen Seite von dieser Richtung abweichen sollte, so geht die Rich- 
tung von r Rir die Punkte j5 der Sehne B,Bi von Bg bis Bj all- - 
mählich von B,, T in B^T über, und liegt es nahe, anzunehmen, dass sie 
dabei beständig gegen denselben Punkt T der 2-Axe hin gerichtet bleibt, 
entsprechend d^ Gleichung : 

— T^ = Tytg(BTBa)=Vy^tgq> . . . (199). 

Hierdurch wird T» auf Zy zurück ge fahrt , so dass nur noch letztere 
Spann ungscomponente auszudrücken bleibt. Zu dem Ende kann man be- 
merken, dass diese Schubspannung Ty , die im Punkte B in der zur 
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a>Axe Benkrechtea Quere chnittaebene nach der Eichtung der s-Axe statt- 
findet, von einer ebenso grossen Schubapannung, in demselben Funkte der 
znr Ä-Axe senkrechten Ebene, nach der x-Ase gerichtet, begleitet wird. 
Betrachtet man also das Körperelement, das vom Querschnitte F, von 
einem im Abstände dx davon entfernten zweiten Querschnitte F" und von 
der Ebene begrenzt wird, die durch B^S^ parallel mit der Körperaxe 
gelegt wird, so findet in letzterer Begrenzungsebono = 2j/^dx dieses 
KiJrperelementeB, wenn ausserdem t^ als unabhängig von y , 
d. h. als gleich in allen Funkten von SiSi angenommen 
wird, eine totale Schnbspannung 

= Ty . 2t/, dx 
statt, welche, da nach der 3:-Ajie gerichtete äussere Krätle auf das Körper- 
element nicht wirken, dem Unterschiede der totalen Normalspannungen 

=Jü^dF naA =Ja^dFr\-~(^fa^dF\dx 

gleich sein musa, die in den beiden in F tind jF* liegenden Begrenzungs- 
ebenen des fraglichen Eörperelementes stattfinden. Um Yoizeichen hat 
man sich dabei nicht zu kümmern , weil r^ , im Sinne von ij , d. i. der 
positiven ;;-Axb gerichtet, eine positive Grösse ist. Somit ergiebt sich: 

oder, da J vmAjedF gemäss der vorausgesetzten prismatischen Körper- 



Aus Gleichung (199) folgt die resaltirende Schubspannung im 
Funkte B: 

Sie ist in der Sehne S^S-i am grössten fBr ihre Endpunkte (^ = + ^1)» 
und zwar mit Bücksieht auf Gleichung (200) : 



JzdF . . . (201). 



^ cöS(p 2y, Jcostp' 

83. — Da die für t^ nnd Vy gefundenen Ausdrücke (199) und (200) 
iheilweise auf willkürlichen Annahmen beruhen , so bleibt zn ihrer nach- 
trägliehen Rechtfertigung noch zu prüfen, ob sie sich zusammen mit dem 
Ausdracke 
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Mz Jffi B# ,_„„^ 

ff, = — j^ , woraus -^— = -=r ... (202) 
J ox J ^ 

folgt, mit den allgememen Gleiclmngen (2) in Kr. 2 nicht in Widerspruch 
befinden. Von diesen Gleichungen sind aber diejenigen hier unwesentlich, 
welche vernachlässigte Spannu&gscomponenten enthalten , so dasB ea sich 
hauptsächlich nur um die erste jener Gleichungen handelt, nSmlich bei 
Abstraction von äusseren Massenkräften um die Gleichung: 

^"+^+^'=» '^'- 

Ans GMeichnng (199), woriii Zj, y, und tgip unabhängig von y 
Bind, folgt aber i 

iZi tgfp 

femer aus Gleicbung (200) wegen 

i — 



(203) ; 



nnd^»t = - ,. 
oe y,* dg 



T,h"'"= 

i)T, All, ^ i dy, r 3 I 
oder wegen -^ = tg(Z TB j) = — tgtp 

^__^ ^B ; _B. ^ 

und erkennt man , das9 durch Substitudon der Ausdrucke (203) , (203) 
und (204) die Gleichung (2) in der That erfüllt wird. — 

Wenn auch hier bei der Ableitung der Ausdrücke itir die Schub- 
spannungscomponenten neben der Schubkraft II ein Biegungsmoment M 
vorausgesetzt wurde , eo ist doch über die Grösse des letzteren keine An- ' 
nähme gemacht worden, so dass dieselben Ausdrücke der Schubapannungs- 
componenten auch noch in der Grenze als zutreffend zu betrachten sind, 
wenn 3/ verschwindend klein ist , wie z. B. in denjenigen Querschnitten 
eines stabförmigen Körpers, die den Wendepunkten seiner elastischen Linie 
entsprechen, oder auch in solchen Fällen, in denen bei verscIi windend 
kleiner freier Länge des stabförmigen Körpers überhaupt keine merkliche 
Biegung desselben zu Stande kommt , wie z. B. bei Keilen oder Boken, 
die znr Verbindung zweier plattenförmiger Körper dienen und durch ihre 
Schubfestigkeit einer durch eine äussere Kraft angestrebten gegenseitigen 
Verschiebung dieser Körper Widerstand leisten sollen. 

Wenn femer der Entwickelung in voriger Nummer zwar die Voraus- 
setzung einer prismatischen Kftrperform zu Grunde lag, so werden doch 
die gefundenen Ausdrticke von Xy und x^ aucli_^ir ..nicht prismalisclifi. 
Körper mit einem, ähnlichen Grade der Annäherung zutreffend sein,_ wpmit^_ 
die Normalspannungen ffy und 0^ gegen (Ji^ vernachlässigt werden könn en, 
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nämlich gemäss den Bemerltungen in Nr. 76 mit Bezog auf Gleichung 
(182) daselbst um eo zutreffender, unter je kleineren Winkeln die Durch- 
schnittslinien der Körperoberfläche mit durch die Körperaxe gelegten Ebenen 
gegen diese Axe geneigt sind. 

Mit Vorsicht m flgsen aber die Gleichungen in solchen Fällen benutzt 
werden_;_Ji; üeBL'n. die \wi~-ä..ä^li&XiSigSä^Qjösseri_^ MPÄ Ä - ^'^Qi^'^-^i^^ 
mifltpi.ig BTTiil. ■ So kann z. B, bei dem doppelt- Tromi igen Querschnitte 
(Fig. 35, Nr. 84) die Schubspannung t, in dem mittleren Theile von 
der Breite 2y^ ^=^a nach Gleichung (201) bestimmt werden, und zwar ist 
dabei eos if = l ; beim Uebergange in einen der äusseren Theile von der 
Breite b witd^her die Annahme. .£dn£a._yon-.y unabhasgisen JVerthes von 
Ty offenbar unauiässig, 

84. — In der grossten Entfernung (« = e) von der Biegungsaxe ist 
die Schubspannung = Null , und ist deshalb eine Querschnittsform , fiir 
welche t^^ constant wäre, nicht möglich. Ans Gleicliung (201) kann 
nämlich zwar zunächst 



= € , also / s dF= nur t, = 







gefolgert werden, wenn für « = 6 zugleich y, oder cosy^O ist. Allein 
dann ist 



-dz: fsdF~edF=e.2y^de 



^ds' 
ITmfangsUnie des Querschnittes verstanden, 

R ds „ , Re , 
' 2y^J dz "'■ J 

verschwindend klein mit ds . Für 2=:0 ist dagegen ^ifäi^ am grossten 

und in Folge dessen auch t, in der Kegel ein Maximum ; doch kann es 
auch der Fall sein , dass mit wachsender Entfernung von der Biegungs- 
axe Tj zunächst zunimmt und sei 
Entfernung beiderseits von der Bi 
Z. B. für einen recbteck' 
h und 2e, letztere parallel mit der Bichtungsl 
R, ist 

F=h.2e, J=—le^ = -^, !/i=Y' <^9'=1 
also nach Gleichung (201); 



inen Maximalwcrth erst in einer gewissen 
iegungsaxe erreicht. — 
gen Querschnitt mit denSe 



SR r ., 3Re' — 2^ 3 B/ 

=bW'J '^^' = ¥0-^—2- = ^ f\ 

.3 B , 
2 F 



(205). 
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Für eiaen kreis förmigen Quorsohaitt vom Radios ei 
F— 2 j_^_E^ — = n 



iR 



2ecosfFe^cos^ 



lesintp . 2e cos qi d (e sin gi) 



Fcos' 



Fcos^fp 



^— lcoS^q>dcos<p 



)S*<jp 3 



' 3 f'^ 



i R I *■ •'■ 

maxT =-—■-= für ^=^0" 
3 F J 

Für einen qnadratiechen Querschnitt, mit dessen ein« 
Diagonale = 2e die Richtnn gslin ie von R zusammen 
fällt, ist 

e* Fe' 1 



12 



also T, =- 



R 



6Vlf 



2(e — e)Fe- 
6RV2 ( e' — g^ e» — 2ä\ RV2 

~ F 



__ %RV2 ( e* — g^ 
~ Fe^{e — s)y 2 



— Z , cos ™ ^ ^7^ , 
2((i — 2)(Jf 

3e(e+»)-2(e>+es+«>a 



für i- = , also i 



^\ I 



Das Maximum von r kann besonders dann erheb- 
lich > -j7 werden, wenn in der Biegungsaxe die Breite 

des Querschnittes am kleinsten ist, wie z. B. bei einem 

doppelt- ^förmigen Querschnitte. FOreinen 

aolchen , wenn er nicht nur in Bezug auf die Rich- 
tungslinie von R, sondern auch in Bezug auf die 

Biegnngsase symmetrisch ist, hat man mit den 

in Fig. 85 eingetragenen Bezeichnungen und mit 
f=e — di 



DigtizBdbyGOOgle 



(Gerade Btabförmige EOrper. 
= 2[6e — (ft~ 



/« 



y = l fiir g<f, 

also für .= 0: »^r=A^ ^1~g~ 4g- ■ (208) 

oder mit-7-=ra und — ^3, also — :=1 — 3, und mit 2e = Ä: 

b e e 

__3_^ 1— (1— g)(l — J}ü 

""^^"2 ah 1— (1— aj(l — dj3 

und Bäh erungs weise, wenn a und d kleine Bruche sind : 

3 B 1 — (1-a — 2d) 3 B a + 2d ^„^^^ 
"^^ = T^ l-(l-«-3^) = T^ ^+3ä <^'^^^' 

d. i. ^ — =r . Mit estaprecbender Annäherung ist auch ; 
ah 

J'=26«[l — (1 — o)(l — <!)]=iA(o + *) = o*^i-^, . 
3 B (« + .))(<< + 2c!) _ SB... ,1 

85- — Wenn die einen stablonnigen Körper belastenden Kiäfte in 
einem gewissen Querschnitte desselben zugleich eine Schubkraft H und ein 
auf Biegung wirkendes Kraflmoment M liefern , so wird durch das Zu- 
sammenwirken der jener Kraft B, entsprechenden Scbubspanaung t mit der 
diesem Kraftmomente Üf entsprechenden Normalspannung a in jedem Funkte 
des Querschnittes eine gewisse grösate Dehnung e vemraacbt , die für die 
Anstrengung des Körpers in diesem Punkte maassgebend ist. Soll aber 
die Anstrengung näherungaweise nur mit Bücksicht auf eine dieser zweierlei 
Spannungen beurtheilt werden, wie es dieser von der Schubelasticität und 
der vorhergehende von der Biegungselosticität handelnde Abschnitt voraus- 
setzen, so hat es mit Kücksicht auf diejenige von beiden zu geschehen, 
die den grösseren Maximalwertli von e nach irgend einer Richtung in 
irgend einem Punkte zur Folge hat. Indem aber nach Nr. 26 , GMei- 
chnng (59), im Falle isotroper Körpersub stanz der Schubspannung t 
_ m-\- 1 T 



Spannung a enlsprechende Dehnung =-^ ist, unter E den Elastidtäts- 

modol und unter m die bezüglich ihrer fflfahrangsmässigen Werthe in 
Nr. 21 besprochene Constante verstanden, so folgt, dass ein isotroper stab- 
formiger Körper unter den vorausgesetzten Umständen auf Schnb- oder auf 
Biegungflelaaticitat zu berechnen ist, jenachdem (unter ff nnd r Absolut- 
werthe verstanden) 

Graihor, BlutlciUlt und Feit^kBll. 9 C '^/-,i-i[,-> 
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max a '^m-\- 1 
ist, dass aber die VeniachläsGi^iig der einen dieser zweierlei Spanatingen 
gegen die andere um so fehlerhafter ist, je weniger sich dag Verhältnies 

ihrer Maximalwerthe von r— -- entfernt. 

m-\-\ 
Setzt man für einen gewissen Querschnitt, unter ^ einen von der 
Form desselben abhängigen Coefßcienten verstanden, 

R , Me , maxT R J 

) -= und max a = — =- , abo ^ o -rr-, ■=- , 

■ F J ' maxa ^ MFe 

wo F, J und e die bekannten Bedeutungen haben, setzt man femer' 

— = SFh und^=A?, 
c "^ R 

unter h die Hölie des Qnerscimittes, ß einen von der Form desselben ab- 
hängigen Coeflficient«n , l die Länge des Stabes , X einen von der Be- 
lastungs- und Stützungsweise desselben abliängigon CoefScieateu verstanden, 
Bo wird 

maxT ß h 

maxa " X l ' 
and einer gleichen Anstrengung dnrch die Schub- und die Nonnal- 
spannnngen entspricht das Yerh&ltniss: 

während bei kleinerer Stablänge die Sclmbspannungeu , bei grösserer die 
Normalspannungen die grössere Anstrengung in dem betreffenden Quer- 
schnitte bedingen. Bei prismatischen Stäben kann diese Betrachtung auf 
den ganzen Körper (statt auf einen Querschnitt desselben) bezogen werden, 
indem dann unter R und M Maximalwerthe verstanden werden, die in 
verschiedenen Querschnitten stattfinden können. 

So ist z. B. für einen rechteckigen Querschnitt, mit dessen 
Seiten h die Richtungslinie von R und die Ebene von M parallel sind, 

ß = -und/? = -, 

also mit m^3 das durch Gleichung (210) bestimmte Grenzverhältoiss : 

X = A (211). 

Was X betrifft, so ist bei gleichförmig vertheiUer Belastung = p pro 
Längeneinheit des ganzen prismatischen Stabes, jenachdem derselbe 1) einer- 
seits eingeklemmt, oder 2) beiderseits gestützt, oder 3) beiderseits ein- 
geklemmt ist: 

„ pi' pi< pp 



maa;R= pl 



pl pl 
~2 "2 
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. 1 max M 111 

l imx B^'F i V 

2 2 1 

''•°T = T T ^ 

Man erkennt daraus, wie verhiiltnissmässig klein bei rechteckigen und 
um so mehr bei Eolchea Quere chnitten , die in der Biegungsaxe am brei- 
teflten sind, die freie Länge eines stabfürmigen Körpers schon sein darf, 
bevor die Yemachläsaigung der Schubkraft H bei den Aufgaben der 
Biegungselasttcität erheblich fehlerhafl: wird, und dass deshalb auch bei 
den dort bestimmten „Körpern von gleichem Widerstände" (Nr. 77 — Nr. 80) 
die YOrbehaltene Correction der Querschnitte mit Bezug auf die Wirkung 
der Kraft Ji (Nr. 86) sich auf die Querschnitte, für welche M=^ ist, 
und ihre nächste Naclibarschaft beschränken darf. 



solche Querschnittsformen ergeben, deren Breite in der Biegungsase am 
kleinsten ist. So ist für den dop pelt- Tf örmigen Querschnitt 
(Fig. 35) nach voriger Nummer mit den dort benutzten Bezeichnungen, 

wenn die Verhältnisse -=- = a und — = d sehr klein sind, 
e 

y = |&^ni-(l- 

folglich a — — "+^'^ 

P— 6 a-\-S 

t Falle des rechteckigen Quer- 
Schnittes. 

86. — Was die so eben erwähnte Correcüon der hinsichtlich ihrer 
Inanspruchnahme auf Biegung früher bestimmten Körper gleichen 
Widerstandes betiifil:, so werde für die dort betrachteten Beispiele 
hier nachträglich die variable Dimension y für diejenigen Querschnitte 
bestimmt, für die das Kraftmoment M=0 ist und deshalb mit alleiniger 
Rücksicht auf die Normalspannungen sich auch y=^0 ergeben hatte; und 
zwar soll sie so bestimmt werden, dass der in einem solchen Querschnitte 
durch die Schubkraft R verursachten grüssten Schuhspannung ^ t eine 
ebenso grosse Anstrengung der Körpersubstanz entspricht wie der in allen 
Querschnitten zugelassenen grössten. Normalspannung ^ k , dass also nach 
voriger Nummer 

D,3t,?p*dbyGOOgle 
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ist. Unter der Yoranssetzung, dass die Kürperlänge / weseuüicli grüBser, 
als der Grenzwerth ist, der mit Bezug auf den Querschnitt, für welchen 
M am grössten ist, der Gleichung (210) entspricht, genügt es dann, die 
Eörperform nach Schätzung so zu modiflciren , dass die früher bestimmte' 
Dimension y einen Zuwachs erliält, der von einem Querschnitte Jf=^»iaa: 
bis zu einem Querschnitte M. = stetig von ffull bis zu demjenigen 
Werthe zunimmt, der für letzteren Querschnitt hier eben besümmt 
werden soll. 

*Wenn insbesondere der Körper AB bei A eingeklemmt 
und am freien Ende B durch eine Kraft P senkrecht zur 
Liingenrich tung AB^l angegriffen ist, so ergiebt sich 

1) fOr den Fall eines rechteckigen Querschnittes von 
constanter Breite 6 (Nr. 77), dessen Höhe von Ä bei .4 bis A, 
bei S abnimmt, wegen 

t = — ^-T- nach Gleichung (205) und Ä=^-ry nach Gleichung (184) 

wonach mit möglichstem Anschlüsse an Gleichung (184) die Höhe y in 
der Entfernung x von B bestimmt werden kann durch die Gleichung : 

y* = A,! + |.(Ä»-Ä,«) .... (214); 

2) für den Fall eines rechteckigen Querschnittes von 
oonstantei Höhe h (Nr. 78), dessen Breite von b bei A bis b^ bei 
B abnimmt, wegen 

3 P 
t = — :;— r nach Gleichung (205) und & =_ 

2 b^h oh' 

t i^ih m hl m-]-l h 

und die Breite y in der Entfernung x von B im Anschlüsse an Glei- 
chimg (189) : 

y = fc, +.|-(6_J,) .... (216); 

3) ftir den Fall eines kreisförmigen Querschnittes (Nr. 79), 
dessea Durchmesser von d bei A bis d^ bei £ abnimmt, wegen 

t = — -TY "'^f' Gleichung (206) und *fc^—-^ nach Gleich. (194) 



a„sA = A_^ ^,^ = l/^HiiA. (217) 

k 6 /d/ wi + 1 d " Qm l 
und iiir den Durchmesser y in der Entfernung X von B im Anschlüsse 
an Gleichnng (194): 

p' = d,' + ^{d'-d,') .... (218). 



.ibiGoogle 



Gerade Btabförmige Körper. 133 

Bei gleicliförmig auf der ganzen Länge AB^=2a ver' 

theiiter Belastung = 2ap des beiderseits gestützten 

Stabes (Nr. 80) und bei rechteckigem Querschnitte von 

conetanter Breite h mit einer von A in der Mitte bis A^ an den 

^^ Enden abnehmenden Höhe ergiebt sich mit 

f=i_^ nach Gleicliung (206) mid li = ~r nach Gleichung (197) 
2 0«, oA* 

t 1 Ää m h. m+1 h ,„,„, 

und kann dann die Hohe y in der Entfernung x von der Mitte im An- 
schlüsse an Gleichung (197) aus der Gleichnng bestimmt werden: 

p(l--p) + I-| = l • • • ■ (220). 



IT. DrehuiigselasücItSt. 

87. — Unter dieser Bezeichnung wird nach Nr. 26 die Inanspruch- 
nahme eines atabförmigen Körpers durch Kräfte verstanden, die sich für 
jeden Querschnitt durch ein resultirendes Kräftepaar ersetzen lassen, dessen 
Ebene dem Querschnitte parallel ist und dessen Moment hier mit JVf be- 
zeichnet werden soll. Vollkommen ist dieser Fall verwirklicht, wenn, wie 
angenommen werde, der gerade Stab von Kräftepaaren an- 
gegriffen wird, deren Ebenen dieStabase rechtwinkelig 
schneiden. Für jeden Querschnitt eines zwischen den Ebenen zweier 
auf einander folgenden dieser Kräftepaare liegenden Stückes AH des 
Körpers ist das resuUirende Moment M gleich gross ^ der algebraischen 
Summe der Moment« der von dort bis zum Ende des Körpers angreifenden 
Kräftepaaro. Die iin Folgenden vorausgesetzte prismatische Form 
eines solchen Körperstückes AB ist dann zugleich die einfachste und in- 
sofern vortheilhafteste, als eie der Forderung eines Körpers von gleichem 
Wideretande entspricht. 

Sind P und P zwei gleich gelegene materielle Funkte der unend- 
lich nahe benachbarten materiellen Querschnitte F und F , so lässt sich 
die durch Jlf bewirkte relative Verdrehung dieser Quersclinitte betrachten 

PF" 
als das Resultat eines gewissen Systems von Schiebungen y (^ „p, , 

unter P" die ursprünglich in P fallende Projection von P auf F ver- 
standen), die der Grösse und Richtung nach mit der Lage des Punktes P 
im Querschnitte F sich ändern, und von denen eine für einen gewiesen 
Punkt, den Drehungsmittelpunkt, ^ Null ist. Letzterer hat in 
allen Querschnitten des prismatischen Stabstückes AB dieselbe Lage, und 
der Ort dieser Punkte, die Drehungsaxe, ist somit eine mit der geo- 
metrischen Stabaxe parallele Gerade. Wenn insbesondere, wie voraus- 
gesetzt werden soll, der Querschnitt zwei sich rechtwinkelig 
kreuzende Sj-mmetrieaxen hat, so ist a priori anzunehmen, 
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ass die Dr e hungsaix e mit 
ammen fällt und dags die i 
rgend eines Quera cbn ittee 



lateriellen Symmetrieazen 



ch be 



der Verdrehn 



ir Stabaxe senkrechte gerade 
Linien bleiben, weil in der That unter solchen UmatäAden kein 
Grund denkbar ist, westialb eine Abweichung von diesen Annahmen eher 
im einen, als im umgekehrten Sinne stattfinden sollte. Die Yerdrehung 
eines Querschnittes gegen einen anderen wird dann gemessen durch den 
Winkel, den die homologen Symmetrieaxen beider mit einander bilden. 

Den Schiebungen y in den verschiedenen Punkten eines Querschnittes 
entsprechen ebenso gerichtete Schubspannungen r, die der Grösse nach zu 
den betreffenden Schiebungen ein coustantes Verhältniss haben, sofern, wie 
vorausgesetzt wird , der Körper entweder isotrop Ist oder 
wenigstens eine Elasticitäteaxe im Sinne derStabaxe 
hat. Es ist die Aufgabe, den Maximalwertb von t zn finden, der 
in irgend einem Funkte des Querschnittes bei gegebener Form und Grosse 
desselben und bei gegebenem Drehungsmomeute M stattfindet, sowie den 
Bpecifischen Drehungs winkel &, d. i. den Winkel, um welchen 
zwei Querschnitte gegen einander verdreht werden, deren Entfernung ±= der 
Längeneinheit ist, und welcher durch Division des Yerdrehungswinkels ' 
zweier unendlich nahe benachbarter Querschnitte durch ihre Entfernung 
geAtnden wird. 



Fig. SO. 



a. Die Spannungen. 

88. — Mit Bezug auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem, dessen 
-Axe in der Stabase liegt, während die j/-Äxe mid die s-Axe mit 
den Symmetrieaxen eines gewissen Querschnittes 
des betrachteten Stabstdckes zusammenfallen, sei 
im Punkte P (Fig. 36) mit den Coordinaten 

Tj die Schubspannung im Sinne der s-Axe, 
t^ die Schubspannung im Sinne der ^-Axe, 
also — Ti dieselbe im umgekehrten Sinne. Beide 
sind Functionen von y und z , und zwar der 
vorausgesetzten Symmetrie wegen ofTenbar solche 
Functionen, dass, wie Fig. 36 andeutet, 
jenachdem y oder 2 entgegengesetzt genommen 
werden, 

Ty entgegengesetzt wird resp. ungeändert bleibt, 
T.S ungeändert bleibt resp. entgegengesetzt wird ; 
d. h. es ist Ty eine ungerade Function von y und gerade Fimction von g, 
Tj eine gerade Function von y und ungerade Function von e. 
Nimmt man also an , es seien % und r^ in Beihen zu entwickeln , die 
nach ganzen Potenzen von y und e fortschreiten, so kann bei Be- 
schränkung auf die Glieder von höchstens dem vierten Grade die Reihe 
für Ty nur Glieder mit y oder mit y^ enthatten, und kann dabei e nur 
als g^ in einem Gliede mit y vorkommen, d. h. es bt 



--.p 






■P\% 


/ 




r i / 

t/ 


\ 











.ibiGoogle 



Geiade stabfönuige Körper. 135 

Xy = i»^ + »(if/«»+mgyM .... (221), 
mid analog Zi^^ nz -\- n^y^s ~\- n^e^,] 
unter m, m^, m^, n, n^, n^ Coef&cienteu verstanden, zu deren Bestimmung 
die folgenden Bedingungen dienen : 

1) die Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen den Spannungen 
im ganzen Querschnitte und dem äusseren Kroitmomente M, 

2} die Bedingungen des Gleichgewichtes der auf die Oberfläche eines 
unendlich kleinen Körperelemeutes wirkenden inneren Kräfte, 

3) die Bedingung, dass die Spannung r im Umfange des Qaet- 
schnittes tangential an denselben gerichtet sein muss (aus demselben Grunde, 
aus welchem es nach Nr. 82 im Falle der Schubelasticität sich so ver- 
halten musste). 

Wenn die sechs Coefßcienten sich diesen drei Bedingungen gemäss 
nicht bestimmen liessen , so müssten noch weitere Glieder mit höheren 
Potenzen von y und z hinzugenommen werden. 

89. — Der ersten der in voriger Nummer genannten Bedingungen 
entsprechen, wenn die Spannungen in dem Sinne wirksam gedacht werden, 
in welchem sie tili alle Elemente dF des Querschnittes zusammen dem 
Drehungsmomente M äquivalent sind , die Gleichungen : 

fTydF=0; /T,dF=0; /(7/ty — eT^)dF=M, 
die Integrale ausgedehnt gedacht Ober den ganzen Querschnitt. Werden 
darin für % nnd t^ die Ausdrücke (221) substituirt, so finden sich die 
beiden ersten Gleichungen mit Rücksicht auf die Symmetrie des Quer- 
schnittes unabhängig von den Coefficienten m, m,, m^, n, n,, n^ erfüllt; 
die dritte Gleichung aber liefert, wenn mit 

B=ß'dF; G=fy*dF 
die Trägheitsmomente des Querschnittes in Bezug auf seine Symmetrieaxen 
bezeichnet werden, 

mO—nB-^{mi~-ni)ß*x^dF+m^fy*dF—nifz*^dF=M (222). 
Dem Gleichgewichte der inneren Kräfte an einem unendlich kleinen 
Körperelemente entsprechen die Gleichungen (2), Nr. 2, die hier mit 

übergehen in : 

oy OS ox ox 

Aus der ersten folgt mit Rücksicht auf Gleichung (221) i 

»ij4.Mj = (223), 

, während die beiden anderen dadurch erfüllt sind , dass (im Bereiche des 

betrachteten Stabstüokes , für welches M constant ist) die Coefficienten 

f m, nii, m,, n, »j, n, als unabhängig nicht nur von y und s, sondern 

auch von x vorausgesetzt werden. 

) Ist endlich, was die Bedingung unter 3) in voriger Nummer 

1 betrifil, (p der Winkel, den die Tangente des Querschnittsumfangcs im 

\ Funkt« y, a desselben mit der y-Axe bildet, verstanden als der Winkel, 
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am welchen, am mit dieser Tangente parallel zu werden, die y-Axe 
in demselben Sinne gedreht werden muss , in welchem durch eine Drehung 
von 90'^ der positiven y-Aie die Richtung der positiven ^-Axe ertheilt 
wird , so wird jene Bedingung ausgedrückt durch die G-leichung : 

^— = tg {3t — q>) = — tgqi, also — ^ = ^ y = -=— (224). 

Sie ^hrt zu rerschiedNien Bedingungsgldchungen iur die CoefScienten m, 
m,, nti, n, n^, n^ je nach der Umfangsgleichung des Querscbrnttes , so 
dass auch Vy und t^ je nach der Querschnittsf orm ver- 
schiedene Functionen der Coordinaten y, b sind, 

90. — Der Querschnitt sei eine Ellipse mit den Halh- 
axen 6 und c beziehungsweise im Sinne der y-Axe und der s-Ase. Ans 
der Gleichung 

folgt a„n, S^ + i^ = 0; ^^-^JL, 

also nach Gleichung (224) mit Rucksicht auf die Ausdrücke- (321) von 
Ty und Vxi 

Dieser Gleichung wird für alle Punkte des eUiptischen Umfanges ent- 
eprochen, wenn 

mi=»!^ = «, = «g = und wt6*+ wc'=0 . (225) 

gesetzt wird, oder wegen jB=-— 6c* und (7=-t-6'c: 

mC-\-nB = (226). 

Die Gleichung (22S) ßndet sich dadurch erTütlt, während Gleichung (222) 
sich auf 

mC~nB = M 
redacjrt, woraus in Verbindung mit Gleichung (226) folgt; 

IM IM 

-Tö^ » = -T^ , ^,,„_ 

i M im' 

und somit die resultirende Schubspannung in irgend einem Punkte y, 
des Querschnittes: 



Der Werth dieses Ausdruckes wächst mit den Absolutwerthen der 
Coordinaten y, z bei jedem gegebenen Verhältnisse derselben , ist also in 
gewissen Punkten des Umfanges am grössten. Um zu erkennen , in 
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■welchen , werde der Auadnick , unter p, z jetzt die Coordinaten eineB 
ümfangapunktes Teretanden und fr ^ c vorausgesetzt , auf die Form 






gebracht, woraus sich wegen 






(229) 



-. IH 

ergiebt. Der Maximalwerth von % findet also in den End- 
punkten der kleinen Axe Btatt. In den Endpunkten der grossen 

Axe (y = , js =: + c) ist 

2. M 6 
x = — =— r!=— - maxt. 
n PC' c 

Inabesondere für den kreis förmigenQuerschnitt (6=c=:r) ist: 



2 B '* ^* - ^ ' 

unter A=f{y^-i^s^)äF=B-\-C, hier also = 2B = ~ das Träg- 
lieitsmoment des Querschnittes in Bezug auf die Stabaxe verstanden , und 
mix% = —T- = j- .... (230). 



91. — Bei einem ringförmigen Querschnitte, aussen 
und innen von Ellipsen begrenzt, deren im Sinne der y-Axe 
und ü-Axe liegende Halbnxen beziehungsweise ^ &, c und =^6,, c, sind, 
müssen die Coefficienten der Ausdrücke (221) von Ty und t.^ ausser den 
Gleicliungen (222) und (223) für alle Punkte der äusseren Ellipse der 
Gleichung (Nr. 90) 

und ftir alle Pankte der inneren Ellipse der Gleichung 

m + »ti g' + <"» y' Ci* 

« + "iy* + WK 'S* &i' 

entepreclien. Soll das wieder mit 

geschehen können, so mUssen -m und n den drei Gleichungen 

Geniige leisten, was mit den Werthen (227) dieser Coefficienten der Fall 
ist, wenn die innere der äusseren Ellipse älmliclt, also, 
unter a einen echten Bruch verstanden, 
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ist , indem dann wegen 

die beiden ersten jener drei Bestimmungsgleichungen identisch sind und 
anf die Fonn (226) gebracht «erden können. Analog Gleichung (228) 
igt dann also 

und analog Gleichung (229) im Falle 6 ^ c : 

maxT=^ - für y = + &, 2 = . (232). 

n c{l a ) 

losbeEondere liir einen ringförmigen Q uersclinitt, der von 
concentrischen Kreisen mit den Radien r und r, =ar 
begrenztTrird,ist 

2 M 2 Mr Mr ^„^^^ 

7t r'il — a*) JE r* — r^* A 
Wären die den Querschnitt begrenzenden concentriBchen Ellipsen 
nicht ähnlieh, so würden zwar auch die Ausdrücke (221) von Tj und T, 
ausreichend , die CoefGcienten derselben aber bei Weitem nicht so einfach 
bestimmbar sein. Die äussere Umfangsbedingung 

m + ffli^' + may* _ c' .. P^_,e^_, 

käme dann darauf hinaus, dass für alle Werthe von jf 

J'[».+».,C'(l-|i)+».,Sf'] + »>[» + «,»> + «.£'(l-|-5]=0, 

dasB also mJ^+Mc'4-(tM,6*+«jC*)c*=0 

und — miC* + mg6' + "i<^*^"i "äs" ^^ "^ 

oder (m, — «,)&*C* = «lg6* — M,c* 

sein muss. Ebenso würde die innere Umfangebedingung die Gleichungen 

mhi * -\- MC, * + (j»| 6i ^ + M, q *) q * =^ 
und (% — «j ) 6, *c, * = »Ma6, * — «tCi* 

liefern , aus welchen vier Gleichungen zusammen mit den Gleichungen 
(222) und (223) die Ausdrücke der sechs CoefQcieuten m, tHj, %, », 
»j, M, zu entwickeln wären. 

92. — Der Querschnitt sei ein Rechteck, dessen Seiten 
parallel der y-Axe = 2h und parallel der g-Axe = 2c, dessen Triig- 
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heitsmomente In Bezug auf die mit diesen Seiten parallelen Symmetrieaxen 
foIgUch 

B=^bc' und C=y&=c 

Biod. GemäsB der Umfangsbedingung unter 3) in Nr. 88 musa in allen 

Punkten der mit der y-Axe parallelen Seiten ty = und in allen Punkten 

der mit der s-Ase parallelen Seiten r, = sein , d. h. 

ry=0 für g^^ + c und jeden Werth von y, 
Tj =: für j/ = + h und jeden Werth von e. 

Daraus folgt gemäss den Ausdrücken (221) von tj und c, : 
«i( = ~, »Zj = 0; «1 = — T^^ »i^^-O, 

somit Ty = my [l j-l ; Tt==n3{l — ^) • 

Die in diesen Ausdrücken noch übrig gebliebenen CoefQcienten m, n 
sind bestimmt durch die Gleichungen (222) und (223) , welche wegen 

fyW(lF=fff'di/fg^d,f^~b'c' = ~Bb' = ^Cc\ 

also im,--ni)ßj'z»dF=—^mC-\-^nB 

übei^ehen in : 

~mC ^nB^=M oder mC — nB=-^M. 

und — r + ^-r = oder mCA-nB^d- 

Daraus folgt: 

3 If 3 Jf 1 

und die reaultirende Schubspannung: 

Wird dieser Ausdruck unter der Voraussetzung h"pc auf die Form 
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gebraclit, so ist Ji= ,-.- ( 1 — -^ ) + -^ - ^r ( 1 — fr ) 

^l^+('-l^)"--<'-f^('-l^) 

und folglich um so mehr if^ 1. Diesen gröastmöglicfaen Werth = 
B in der That fiir y^ + 6, 2=^0, und ist also 



(236) 



16 y^c 

in den Mittelpunkten der längeren Seiten aniilog dem 
Besultate, das sich für den elliptischen Qaerschnitt (Nr. 90) ergeben 
hatte. In den Mitten der kürzeren Seilen (i/^O, ^ ^ + c) ist 

9 Jtf 6 

16 hc^ c 
in den Eckpunkten (^=^ + 6, a^ + c) Ut t=0 wie im Mittelpunkte 
(y = 2zi=0) des Querschnittes. 

93- — Bezeichnet F den Fläclieninhalt des Querschnittes, so ist im 
Falle der Ellipse 

mit F=^nhc nach Gleichung (22Ö) : fftojr r = 2 -=t- 

und im FaUe des Rechtecks 

9 M 
mit F=ibc nach Gleichung (236): ffiOj; t = — - -— - . 

4 jpo 
Bei gegebenen Werthen von M und F, also bei gegebenem Drehunga- 
momente und g^ebenem Materialaufwand e ftir den stabförmigen Körper 
ist im einen wie Im anderen Falle max t um so kleiner, je grösser }}, am 
kleinsten also, wenn 6=^c ist, d, li. wenn die Ellipse ein Kreis, das 
Rechteck ein Quadrat ist. In der Tliat liegt es auch in der Natur der 
Sache, einem auf Drehnngselasticität in Anspruch genommenen stab- 
förmigen Körper im Allgemeinen eine solche Querschnitts form zu geben, 
dasB die Hauptträgheitsmomente B, G gleich gross sind, da durch die Art 
dieser Inanspruchnahme keine durch die Axe gehende Ebene vor einer 
anderen ausgezeichnet ist. 

Bezeichnet d den Durchmesser des kreisförmigen , s die Seitenlänge 
des quadratischen Querschnittes von gleichem Flächeninhalte, also 

SD ist bei dem kreisförmigen Querschnitte : max T^=i-. 
M _ 9 M 

" J's ^ y;^ Fd' 



9 M Q M 
quadratischen : max z^— — ^— =^ -— = -r=^ , somit letztere Maumal- 

spannung im Verhältnisse 

n 

-. 1,269 
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grSaaer. Der Gmnd davon liegt darin , dass bei dem quadratischen Quer- 
schnitte die Widerstands fäliigkeit des Materials nicht nur, wie bei dem 
kreisförmigen gegen den Mittelpunkt hin , sondern anch gegen die Eck- 
punkte hin nur unrollständig verwerthet wird , da hier auch in letzteren 
T ^ ist. Da dasselbe bei jedem polygonalen Querschnitte der Fall sein 
muss, wenn gemäss der Umfangsbcdingung unter 3) in Nr. 88 die Schub- 
spannung in den Eckpunkten zugleich die Richtung der einen und die der 
anderen von diesen Funkten ausgehenden Seiten soll haben können, so 
l&est sich (mit Rücksicht zugleich auf die obige oline Zweifel verallge- 
meinerungsfähige Vergloichung des kreiafönnigen mit dem elliptischen und 
des quadratischen mit dem länglich rechteckigen Querschnitte) schliessen, 
dasB bei gegebenen Werthen des Drehungsmomentes 
und des FlScheninhaltes eines vollen (nur von aussen durch 
eine geschlossene Linie begrenzten) Querschnittes dem Kreise die 
kleinste Mazimalspannung zukommt. Auch von nicht con- 
vexen , insbesondere von Querschnitten mit einspringenden Winkeln am Um- 
fange (Wellen mit sternförmig hervorragenden Rippen) ist ein Vortheil 
bezüglich auf Verminderung einer der Grössen F und nuix t bei gegebenem 
Werthe der anderen nicht zu erwarten ; in den Scheitelpunkten der ein- 
springenden Winkel am Umfange ist t ^ aus demselben Grunde wie 
in den Eckpunkten eines convexen Polygons. 

Für den also bei Tranemissions wellen mit Recht fast aus- 
schliesslich angewandten kreisförmigen Querscimitt vom Durchmesser d hat 

, M 16 M ^ 

gegeben ist, d—y—M (237) 

oder (für das Centimeter als Längeneinheit) wenn N die Zahl der Pferde- 
stärken bedeutet, die durch das betreffende Wellenstuck bei n Umdrehungen 
pro Minute zu übertragen sind , wegen 

_ M.27c.n __ Mn 

~~ 60.7500 ~ 71620 



.|/I 



6.71620 N 



Sprächen nicht Rücksichten praktischer Art dagegen, so würde eine 
KreisringHäche als Querschnitt der Welle noch t ortheil halle r, als ein voller 
Kreifl sein ; denn nach Gleichung (233) wäre 



re r«(l — a*) 

die Maximalspannung eines vollen kreislormigen Querschnittes i 

Inhalte, also vom Radius r^=r yX — a* dagegen 

2 3f 2 M 
maxT^ ~--i=— ,_ ■■ ■ 
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1 + « 
= 2,733 . . . grÜBSer. 



d. i. im Verhältnisse - . ~ , z. B. för «=0,8 

yi — a^ 

1,64 



b. Der Dretiniigswiiikel. 

ft4. — Sind F und F zwei Querschnitt« in den Entfernungen x 
unci X -}- dx vom Anfangspunkte der Coordinaten , so ist der unendlicli 
kleine Winkel = ^d3;, um welchen F gegen F durch das Kraftmoment 
M im Sinne' Y!^ (d. h. im Sinne einer Drehung von 90", wodurch die 
positive t/-Aie die Richtung der positiven s-Axe erhielte) verdreht wird, 
gemäss den Annahmen in Nr. 87 als der Winkel zu verstehen, um den 
die Sjmmetrieaxen von F gegen die entsprechenden Symmetrieaxen von 
F im fragUchen Sinne gedreht werden. Ein allgemeiner Ausdruck dieses 
Winkels und somit des _spe "ififirlinB PrahiingB^vinWfi & wird durch fol- 
gende Betrachtung gefunden^ ~ 

Es sei P ein materieller Punkt des Querschnittes F, I" der ent- 
sprechende materielle Punkt von F , d. h. der Punkt , der im UTBprting- 
lichen Zustande (vor der Einwirkung des Drehnngsmoments M) die Coor- 
dinaten x-\-dx, y, Z hat, während x, y, e die des Punktes P sind; 
ferner seien PQ=dtf und PQ' = dy zwei gleiche ursprünglich mit der 
y-Axe parallele unendlich kleine materielle Gerade beziehungsweise in F 
und F. Ist nun t, die Verrückung , die der materielle Punkt P durch 
das Drehungsmoment M im Sinne der 0-Axe erfahrt, so ist 

-T^dx die relative Verrückung von F gegen F im Sinne der g-Axe, 

-T — ^ dx du der Ueberschuss der relativen Verriickung von Q" gegen Q 
dxoy 

über die von P' gegen P im Sinne der ^-Ase und 

-■ dx der Winkel, um den die Gerade FQ' gegen die Gerade PQ 
oxoy 

im Sinne YZ verdreht wird (ausgedrückt in Bogenmaass, d. h. 
als Bogenlänge für den Radius als Einheit). 
Setzt man in diesem Ausdrucke , der im Allgemeinen eine Function von 
y und z sein kann, z ^ , so ergiebt sich 

\iixhi 

als Ausdruck des Verdrehungswinkels eines Elementes der mit der ^Äxe 
parallelen Symmetrieaxe von P g^en das entsprechende Element der ent- 
sprechenden Symmetrieaxe von F , somit auch , da diese Symmetrieaxen, 
als materielle Linien betrachtet, zur Stabase senkrechte Gerade bleiben 
(Nr. 87) , als Ausdruck des gegenseitigen Drehungswlnkels dieser ganzen 
Symmetriewien; d, h. es ist jener Winkel =:^dx. 



X by/i = 



,dbyGoog[e 



öende atabfSmüge EOrper. 143 

In gleichet Wdse ergebt eish, wenn tj die Verrücknng des Pnnkteg 
P im Sinne der ^-Aze bedeutet, dnrch Vertauschang von y und e, 
1} nnd ^: 

(^ dx 

\dxde/y=o 
als Ausdruck des Verdrehnngsmnkels der mit der 2-Axe parallelen 
Symmetrieaze von F gegen die entsprechende von F im Sinne ZY, d. h. 
es ist dieser Winkel = — &dx. Folglich ist der specifiscbe Drehnngs- 
winkel 






(239). 



95> — Sind nun y^ nnd y^ die den Componenten ty nnd t, der 
Schnbspannung r entsprechenden Componenten der Schiebung v im Funkte 
P {x, y, e) des Querschnittes F, und ist G eine Conafantei^ der Con- 
stanten 0-„ der Gleichungen (40) in Nr. 16 für den allgemeineren Fall, 
dass der Körper nicht isotrop ist, sondern nnr eine ElasticiläCsaxe im Sinue 
der Stabasc hat, so ist nach Oleichnng (40) nnd (26): 






Setzt man hierin für Ty und t^ die Ausdrücke (221), so erhält man 

und weiter, indem in der ersten dieser Gleichungen ^ ^ , in der zweiten 
yis=0 gesetzt wird, mit Rücksicht auf Gleichung (239): 

"•+»""''=«[*+(v.t)„.] 

; " + ^«'■" = ''[(17^),-*]' 

endlich hieraus, indem in der ersten ^^=0, in der zweiten £ = gesetzt 
nnd durch Snbtraction beider Gleichungen die dann in ihnen vorkommende 
Grösse 



(JLL\ 



eliminirt wird ; „Im,. 

*=Y-S- (240). 

Unter übrigens denselben Voraussetzongea , insbesondere auf Grund 
der hier wesentlichen Annahme, dass die materiellen Symmetrieazen be- 
ständig zn einander nnd znr Stabaxe senkrechte gerade Linien bleiben, 
hätte sich ofTenbar derselbe Ausdruck von d' ergeben, wenn in den AuB- 

uyCoogk 
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drücken von Ty und r, beliebig viel weitere der luoglictier Weise darin 
vorkommenden Glieder angenommen, wenn z. B. durch die Ausdrücke 

Ty = Mi«/+ %y«* + »Ms»/ä + »«sJ/a* + '»*^/'2* + %»/* 

T, = M^ + M, ^*Ä + «, ä' + % y*ü + «4 y*^* + «6 S^ 

nur die Glieder von höherem , als dem sechaten Grade ausgeschlossen 
worden wären. 

96. — Ffir einen elliptischen oder auch für einen aussen 
und inneavon ä hnUchen un d ähnlich liegenden Ellipsen 
begrenaten ringförmigen Querschnitt ist nach Kr. 90 und 91; 

"» = -2-0' " = -TB ' '''"' ^ = TgU+^)g^iL- 
fiir eine volle Ellipse mit den Halbaxen h, C wegen 

insbesondere fQr den Er eis (Radius = r, Durchmesser = d) mit 

„ M 2 M S2 M 



aGr'~aOd^' 



(243) 



und für die kreisförmige Ringfläche (äusserer Radius = r, 



,_A = J_ _^_ = A ^__ (244) 

*'^(*^ »er'-n« «(fr'(i-o') '■'"'■ 

Für den rechteckigen Querscliuitt (Seitenlängen =26 
und 2e) ist uoch Nr. 92: 

insbesondere für das Quadrat mit der Seite s=2b = 2c: 
9 Jlf 1 _ 9 M 

In Graden ausgedrückt ist in allen Fällen der speciüsche Drehnngs- 
180 „ 



winke) = 

?r 

97. — Wenn die Verdrehnng eines Btabförmigen Körpers nicht so- 
wohl als nebensächlicher oder gar störender Umstand erscheint, wie bei 
Transmiasionswellen, sondern wesentlich beabsichtigt wird, wie es bei der 
Verwendung solcher Körper zu dynamometriachen und anderen Zwecken 
der Fall ist, kann es in Frage kommen, wie di e Querschnittsform 
zu wählen aei, um bei gegebenen Werthen von Jf und 
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Gerade BtabiSmiige EOrper. 14g 

max t = t den Drehutigswinkel & möglichst grosa zu 
erhalten, wie inabesondere, wenn als Querschnitt eine Ellipse oder 
ein Rechteck mit den halben Äxen reep. halben Selten h , c gewählt 
wird (b^c), das Verhältniss dieser Dimensionen der fraglichen Forderung 
entsprechend anzunehmen sei. Indem aber 

2 M - 



für die Ellipse nach Gleichung (229): *= 



r6«c 



9 M 

und für das Rechteck nach Gleichung (236): / = — — 

ist, ergiebt sich nach Gleichung (242) und (245) fiir beide Fälle 

^~ 2 G bc' 
oder, wenn die durch M und t bestimmte Grösse 



a:*+ — 



ax x" . ax' 



also iiir 



dfix) _ 



-n 



filra: = |/4- und^ = -^=K5 



f^x) und somit & ein Minimum. Wächst -j-- über Vb hinaus, ent- 
sprechend der Abnahme von w unter y — , so wird 

fix)=f(\)=2 filri=i 1,966, al80y = i5=7,6 

ungefähr. Bei gegebenen Werthen von M und i wird also 
ein möglichst gross er Drehungswinkel erhalten, wenn 
entweder die Ellipse als Kreis resp. das Rechteck als 
Quadrat, oder die eine resp, das andere so länglich ge- 
nommen wird, dasB-=->7,6 ist. 

« , 

Für x = y ~ ist /■(a;) = l,569 . . . 
filr x=\ ist f{x) = 2, 

GtK.hof, Elxtlclüit und YtMfMX. 10 C"'^,-,,-,f,, 
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I Yerhältnisae 0,785 kleiner , ah für 

~=rl nnd-^ =: 7,6; mit ohne Ende wachsendem Verhältnisse -7- 
b b b 

nimmt aber auch & ins Unendliclie zu. 

Für den Kreis und das Quadrat (Kadius resp. halbe Seife ^a) 
ist nach Obigem: 

Werden aber für das Quadrat die Werthe von & und a zum Unterschiede 
mit &i und a, bezeichnet, so ist bei gleicliea Werthen von M und t : 

2 1 9 1 . A o 1/32 , „,„ 

— — i = -- — r, somit'Tf = — = 1/ — =1,042. 
?r flS J6 öl' * a, r O/c 

Bei quadratischem Querschnitte ergiebt sich also die Verdrehung zwar 
grosser, als bei kreisfiirmigem, docli nur in solchem Grade, dass die Kück- 
sicht auf leichtere Herstell barkeit in der Regel &\r die Wahl eines kreis- 
förmigen Querschnittes entscheidend sein wird , wenn nicht etwa durch 

einen sehr flachen Stab von rechteckigem Querschnitte mit -j-->7,6 dne 

wesentlich e Vergrösserung des Dreh ungs winkeis erzielt werden soll. 
Uebrigens wird auch (siehe folgende Nummer) der VerdreUungswinkel bei 
quadratischem Querschnitte am wenigsten mit der Tlicoric in Einklang, 
und zwar thatsäcblich kleiner gefunden. 

98. — Die Prüfung der hier dargestellten Theorie der Drehungs- 
elasticitiit durch Vei^leichung mit den Ergebniseen von Versuchen kann 
nur mit Hülfe des Ausdruckes für den Dreliungswinkel geschehen , weil 
die Spannung im Inneren eines Körpers sich nicht beobachten lässt ; auch 
Versuche über das zum Abwürgen eines Stabes erforderliche Kraftmomeot 
in Verbindung mit der anderweitig bekannten Sei lub fest) gkeit des be- 
treffenden Materials können keinen Aufschluss geben , weil dabei Zustände 
eintreten, auf welche die ein vollkommen elastisches Verhalten voraus- 
setzende Theorie selbst nicht näherungs weise mehr passt. 

Durch Messung des Drelmngswlnkels prismatischer Stäbe aus iso- 
tropem Materiale, insbesondere aus verschiedenen Metallen (Eisen, Stahl, 
Kupfer) und aus Glas, hat Werthe im gefunden, dass, wenn gemäss 
Gleichung (52), Nr. 22, im Mittel 

(r = — 7—-E=0,38E, entsprechend »i = 3,18, 

J »t-|- 1 

gesetzt wird, die Formel (2il): 

1 M 



^-T^ + i) 

le, kreisr 
rsuclien ; 
(245): 

byGoogle 



eine gute UebereinsUmmung gewährt für kreisförmige, kreisringiormige und 
elliptische Querschnitte ; dagegen liefert Jenen Versuclien zufolge die fUr 
den rechteckigen Querschnitt gefundene Gleichung (245): 
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im Ällgemeinea etwas zu grosse Werthe um so mehr, je mehr das Rechteck 
einem Quadrate sich nähert, so dass 

--lia+i) <^-^ 

ge3et.zt werden kann mit G^^OfSSE für isotrope Körper und 
tt = 1 für kreisförmige und elliptische, 
n^=l,2 für quadratische, 

K=^I,2 bis 1,5 für mehr und mehr längliche rechteckige Quer- 
schnitte. 

üebrigens wurde sowohl das Verhältniss -= für verschiedene Sub- 
stanzen etwas verschieden, als auch der CoelScient n ausser von der Quer- 
Bchnittaform zugleich einigermaassen von M und von der Länge l des 
Stabes abhängig gefunden : n nimmt etwas zn , wenn M zunimmt oder 
l abnimmt. Auch wurde schon bei massiger Grosse von M ein Theil 
von if- nach der Entlastung bleibend gefunden, der mit M rasch zunahm 
und unter sonst gleichen Umstanden bei längeren Stäben verhältnissmässig' 
grösser war, als bei kurzen. 

Diese letzteren Thatsachen hängen zusammen mit der bei obiger 
Theorie ausser Acht gelassenen Compression in transversaler Richtung, 
wovon die Verdrehung eines Stabes stets in gewissem, und zwar, wie ea 
scheint, von der Länge abhängigem Grade begleitet wird ; die entsprechende 
Volumenverminderung bestimmte W e r t h e i m durch die Flüssigkeitsmenge, 
die aas dem mit der betrefienden Flüssigkeit erfüllten Inneren eines hohlen 
Stabes bei dessen Verdrehung hinausgetrieben wurde, und fand sie bei iso- 
tropen Körpern proportional d'K 



B. Zusammengesetzte Fälle der ElastlcItSt gerader stabfSrmtger 
Körper. 

99. — Unter dieser Bezeichnung sollen im Folgenden solche Arten 
der Inanspruchnalime eines geraden stabförmigen Körpers besprochen werden, 
die als Combinatiouen von zwei der im Vorhergehenden betrachteten ein- 
fachen Fälle : 

1) Zug- oder Dmck-Elasticität, 

2) Biegungselasticität, 

3) Schubelasticität, 

4) Drehungselasticität 

betrachtet werden können. Dieselben gestatten sechs solche Combinationen: 
1) und 2) 1) und 3) 1) und 4) 

2} und 3) 2) und 4) 3) und 4). 

Praktisches Intwesse haben besonders die Combinationen der Biegungs- 
elasticität mit einem der anderen einfachen Fälle. Die Behandlung aller 
dieser zusammengesetzten Fälle beruht darauf, dass die Spannungscompo- 
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nenten , nämlich die von den allgemeinen sechs Spannnngscomponeuten 
<Jx, (Ty, Ci, Ti, Tj, ts nach Nr. 24 hier atets nur in Betracht gezogenen 
drei: fft, v^, t^ als algebraische Summen der Antheile betrachtet werden 
können, die von den einzelnen der combinirCea Inanspruchnahmen herrühren. 



I. Combfnaüon tod Zug- oder Dniek- und Btegangs-ElastlcltKt. 

100. — Während in allen anderen hier zu besprechenden Fällen der 
Körper als isotrop vorausgesetzt nird, braucht in diesem nur angenommen 
zu werden (Nr. 26), dass er nach der Richtung seiner Ase 
in allen Punkten gleich beschaffen ist, weil es sich hier 
nur um die Zusammensetzung von Normalspsunangen a und Dehnungen 
e handelt, die, von verschiedenen Ursachen herrührend, überall nach jener 
Richtung stattfinden, was einfach durch algebraische Addition geschehen 
kann. Ohne die hier wegfallende Einschränkung auf Kräfte, deren Rich-^ 
tungsliaien die Stabaxe rechtwinkelig schneiden , werden übrigens die bei 
der Biegungselasticicät gemachten Annahmen beibehalten , und nird ins* 
besondere (Nr. 40) vorausgesetzt, dass dieRichtungatinien aller 
äusseren Kräfte in eiuerEbene liegen, welche dieQuer- 
schnitte des stabförmigen Körpers in Hauptaxen fUr 
ihre Schwerpunkte schneidet, wie es insbesondere dann der 
Fall ist, wenn die Ebene der Kräfte eine Symmetrieebene 
des Körpers ist. Die elastische Linie ist dann eine ebene Cnrve, 
und es iallt ihre Ebene, die Biegungsebene, mit der Ebene der Kräfte zu- 
sammen. Die Bezeichnungen : elastische Linie, Biegungs fläche 
resp. Biegungsehene, Biegungsaxe, elastische Fläche und 
neutrale Ase haben hier dieselben Bedeutungen (Nr. 35 und 36) 
wie bei der einfachen Biegungselasticitat. 

Wenn die äusseren Kräfte für einen Querschnitt IF zu einer im 
Schwerpunkte desselben angreifenden Resultante und einem Kräftepaare 
zusammengesetzt werden, dessen Moment =^ M sei , jene Resultante aber 
in zwei Componeaten 1' und R zerlegt wird, deren Richtungslinien be- 
ziehungsweise senkrecht zum Querschnitte und in demselben gelegen sind, 
so soll auch hier von der Wirkung der letzteren Kraft It abgesehen 
werden , was ebenso wie bei der Biegungselaslicitat mit um so kleinerem 
Fehler geschehen kann , je grösser die Länge im Vergleich mit den der 
Btegungsebene parallelen Querschnittsdimensionen des Stabes ist. Durch 
die Kraft P dagegen wird der Körper auf Zug oder Druck , durch das 
Kräftepaar 31 auf Biegung in Anspruch genommen, und die entsprechenden ■ 
nach Gleichung (62) und (81) zu bestimmenden Normalspannungen setzen 
sich zu der resultirenden Spannung 

"=^'±5 C-) 

zusammen, wobei die Buchslaben die aus dem Früheren bekannten Bedeu- 
tungen haben und, indem a ebenso wie jj algebraisch (positiv oder negativ) 
zu verstehen ist, während M, P, F, J absolute Grössen sind, im zweiten 
Gliede das obere oder untere Zeichen gilt , jenaehdem P ziehend oder 
drückend gegen den Querschnitt gerichtet ist. 
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Ist e' der grÖBsto Werth eines positiven, e" der grösete AbBolutwerth 
eines negativen fj, ferner 

a=a' fiir i/ = e', a^ — a" für t} = — ^', 

Bo..ta'=-^±-; <T"=_^ + _. . (249). 

Die neutrale Axe (<7 = 0) fällt nicht mit der Biegungsaxo (tj = 0) 
zusammen mid kann selbst ganz ausserhalb des QuerschuiUes liegen, d. h. 
ilire (algebraisch verstandene) Entfemimg jjg von der Biegungsaso kann 
< — e" oder > e* sein. Ergeben sich & und a" nach Gleichung (249) 
beide positiv, so ist — ,e" <. ''Ja <i e' und a' die griisste Spannung, a" die 
grösste Pressung im Querschnitte. Ist a" negativ, so ist i/^ < — e"; im 
Querschnitte finden dann nur Spannungen im engeren Sinne statt und ist 
a' die grösste, — a" die kleinste derselben. Ist endlich a' negativ, so 
ist ijo ^ c' ; im Querschnitte finden nur Pressungen statt und ist o" die 
grösste, — a' die kleinste. 

101. — Streng genommen kann schon bei der Belastung eines Stabes 
durch transversale (die Stabaxo rechtwinkelig schneidende) Kräfte" die da- 
durch hauptsächlich verursachte Inanspruchnahme auf Biegung von einer 
solchen auf Zug oder Druck begleitet werden in Folge der Rejbung, 
die bis za gewissem Grade dem Gleiten des Stabes auf 
den Stützen entgegenwirkt. 

Ein prismatischer Stab sei z. B. horizontal an den Enden gestutzt in 
zwei Punkten Ai , B^ (als Punkte betrachteten schmalen Flächen) , die 
von der elastiselien Fläche (dem Orte der Biegungsaxen) die Entfernungen 
e, von einander die Entfernung 2a haben; belastet sei der Stab durch 
das in der Mitte concentrirt angreifende Gewielit 2 P, während von seinem 
Eigengewichte abstrahirt wird. Ist der Stab verhältnissmäsaig sehr dünn 
(e sehr klein in Vergleich mit a) , so wird er in Folge seiner Biegung 
auf den Stützen ^4^ , B^ einwärts gleiten , wogegen ein dickerer Stab in 
Folge überschüssiger Dehnung an seiner unteren Flache auch umgekehrt 
auswärts gleiten kann ; durch die Reibung bei A^ und B^^ wird er im 
ersten Falle auf Zug, im zweiten auf Druck in Anspruch genommen. 
Weder das eine noch das andere ist der Fall , Wenn , unter A , B die 
vertical über A^^ , B^ liegenden Punkte der elastischen Linie und unter 
a den Neigungswinkel derselben bei A und B gegen die Gerade AB, 
unter den Mittelpunkt des Bogens AB verstanden , die Bogenlänge 
OA = s = a-\-ea ist, indem dann die materiellen Punkte A und B, 
vor der Biegung um den Betrag ea jenseits der Stützpunkte Ai und J5^ 
liegend, nur durch die Neigung a, nicht durch Glcitung längs den Stützen 
in die Lagen A und B gekommen sind. 

Nun ist nach Nr. 60 mit Bezug auf das Coordinatensystem von 
Fig. 21: 

dz__ _}_A_ j_ 1 P a 

dx~'' 2 EJ^ "" 2 EJ"^ 

2P {2aY _ 1 P 



und nach Nr. 61, Gleichung (U7) ; ~EJ~[^~^^J" 
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-«■) 



and nähenmgsweise mit Rücksicht darauf, dosa--^ ein eelu kleiner Brncli ist: 
1 ds I/, , /ÄA" , , 1 (dty , .•>',, „, 

= „ + |„.„.(l_|. + i.) = „ + i„.„.. 

Obige Bedingoug fOr das Fehlen emes Gleitaugs Widerstandes an den 
Stützen : 

si=o+eß = a+ ~wtt*e ~ ' 

riebt also 2 , 2 P , 

oder aach, weil die Durchbiegung in der Mitte bei nach Gleich. (147): 
_2P (2a)' _ 1 P 



EJ 48 ~ 3 .Ey" 



(250). 



Bezoichnet % die MaximalBpaimung in der Entfernung e von der 
Biegungsaze des mittleren Querschnittes, so ist 

k — — r _pa also ^? = — ; o=:^r-^ — > 
8 J ae S JE e 

nach Gleichung (250) also auch -.— = l/ — — ■ . (261), 

». B. — ^-TTT^ mit -^zr^ . In der Regel ist — viel grösser, somit 

0^122 £^2000 ^ a ^ 

Tendenz zum Gleiten nach aussen auf den Stützen vorhanden. Ist 

— so viel grösser, als der Grenzwerth (251), dass diese Gleitung wirk- 
lich eintritt, so wirkt ihr die Reibung ^ [^P (Reibungscoeificient mal 
Stützeodruck) als eine horizontel einwärts gerichtete Kraft entgegen , die 
dann (abgesehen von einem nebensächlichen Einflüsse auf die Biegung) 
den Stab auf Druck in Anspruch nimmt, entsprechend der spedfischen 



Da die durch die Biegung bedingte grösste Spannung 
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bt, so folgt 



1="^ <^=^'- 

Z. B. im Falle eines rechteckigen Querschnittes von der Breite b und 
Höhe 2e ist 

F=2be, J-^-^he', also^ = -^-l, 
3 kl B a 

d. i. ein meistens hinlänglich kleiner Bruch, um oline in Betracht kommenden 

Fehler ^ gegen k^ vernachlässigen au dürfen. 

102. — In höherem Grade kann die Biegung eines durch trans- 
versale Kräfte belasteten stabförniigen Körpers von einer Längsspannung 
dann begleitet werden, wenn die rclativeLage der materiellen 
Endpunkte seiner Mittellinie unveränderlich gegeben 
ist, wenn z. B. der Stab an den Enden um feste, zur Biegungsebene 
senkrechte . Bolzen drehbar oder wenn zugleich die Richtung seiner Mittel- 
linie daselbst gegeben, wenn er nämlich an den Enden befestigt ist. Dass 
in der That in solchem Falle die Inanspruchnahme auf Zug so beträcht- 
lich werden kann, dass sie nicht gegen die auf Biegung zu vernachlässigen 
ist, zeigt das in Nr. 31 betrachtete Beispiel eines oberirdischen Tele- 
graphendrahtes , wobei sogar umgekehrt die durch die Biegung bedingten 
Spannungen verschwindend klein sind. Indem hier die durch die Be- 
festigung des Drahtes an seinen Enden verursachte Zugkraft selbst viel 
grösser, als die primäre Belastung, nämlich als das Eigengewicht des 
Drahtes ist, ergiebt sicli zngteich, dass trotz der nach wie vor beibehal- 
tenen Voraussetzung sehr geringfügiger Biegung doch jene Zugkraft zu- 
gleich wesentlich beilragen kann , die Art der Biegung und die ihr ent- 
sprechenden Spannungsmomente zu bestimmen. 

Als Beispiel werde ein prismatisclior Stab von der Länge 
4a betrachtet, der horizontal an den Enden befestigt und 
(bei Vernachlässigung seines Eigengewichtes) durch das in der Mitte 
Concentrin angreifende Gewicht 2P belastet ist; die Be- 
festigung sei eine solche, dass die elastische Linie in ihren 
festen Endpunkten von der geraden Verbindungslinie 
derselben berührt wird. Würde der Stab in irgend einem Quer- 
schnitte, dessen Schwerpunkt S sei, durchschnitten, so wäre das Stabstück 
ÄS, unter A das' zunächst liegende Stabende verstanden, in unveränderter 
Weise dadurch im Gleichgewichte zu erhalten , dass im Punkte S die 
vertical abwärts wirkende Kraft P und eine horizontal im Sinne von A. 
gegen J} wirkende Kraft Q, femer in der Endfläche bei B ein Kräftepaar 
:^ dem zuvor im Querschnitte daselbst herrschenden Spannungsmomente 
angebracht werden ; letzteres wäre ^= Null, wenn B ein Wendepunkt der 
elastischen Linie wäre. Solcher Wendepunkte hat die elastische Linie hier 

offenbar zwei, und zwar liegen sie auf — der Slablänge von den Enden, 

4 
weil ebenso wie im analogen Falle des beiderseits 
Stabes (Nr. 57} aucli hier die elastische Linie aus vier gleichen, 
schieden liegenden Stücken besteht. Es braucht also überhaupt nur ein 
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solches Stück AS^a betrachtet zu werden: Fig. 30, Nr. 77, woselbat 
in B noch die nach XB gerichtete Kraft Q hinzu zu denken ist. Diese 
Kraft Q und die Durchbiegung d (Fig. 30) oder der Absolutwerth 

M=Pa—Qd 
des Spannungsmomentes im Querschnitte bei A (== dem in den beiden 
E^dquerschnitten und im mittleren Querschnitte des Stabes stattfindenden 
grössten Spannungsmomente) sind zu ennitteln , um nach Gleichung (249) 
(mit den oberen Vorzeichen und mit Q statt P) die Anstrengung des Stabes 
beurtheilen zu können. 

Zu dem Ende hat man mit Bezog auf das Goordinatensystem von 
Fig. 30 die Momenteugleichmig : 



Wird 



^ mit t/ bezeichnet, so folgt daraus ^^ t^^ ^-^^i 



und das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung ist , unter A und 
B Coustante verstanden, 

p = — p*x + a*« = A^^ +, Be-^^. 
Znr Bestimmnng der Constauten A, B dienen die zusammengehörigen 
Werthe: 

dB 

x = (i, 5 =! und x = a, -r;— = , 
dx 

also die Gleichungen: = A-\~B und — p* = Aq^ — Bqe~^. 

Danach ist die Gleichung der elastischen Linie : 

g'e=p'x~B{^-e~^-) mit B=i-_^__ . (253). 

Die Kraft Q (somit die Grösse q) ist dadurch bestimmt, dass die ihr 

entsprechende verhältnissmassige Dehnung der Mittellinie = - yy^ - auch 

s a ^^ 

= ist , wenn s die Bogenlänge AS bedeutet , deren ursprüngliche 

Länge =: ihrer Projection auf die ^-Aze = a ist. Nun ist nach 
Gleichung (253) 

qi^=p^-Bq{fi^+e~'^% 

also mit Rücksicht darauf, dass -;— ein sehr kleiner Bruch ist, 
dx 

dx y +\dx/ ^ 2 \ilJ 

= 1 + -jIt |>'_ 2Bj)'5(e"+ «-'■) + -BV («'" + e""" + 2)], 
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J ax 

imd bei Kinsetzung des obigen Ausdruckes von JB: 
s—a 1 /Pyr,._ 2 e'q— e— -q 1 e^'^ — e-^^+iaq 'l 



« ~\q/ La 4M e"+e-'''*"(e" + e-')»J* 
Mit den Bezeichnongen 

uad mit J=FP folgt also aus der Gleichung 

Bei gegebener Belastung des Stabes ist hierdurch n bestimmt, 
also auch 

Q = EFn* (^ (256). 

Aus dem Ausdrucke des Spannungsmoments in einem beliebigen Quer- 
schnitte : 

nach Grleichnng (253) folgt dann mit x^a: 

M=EJB{e^ — e~^) = ^^^^^ = Pa.f{n) . (257) 
q e'-\-e 

und endlich die Maximal Spannung h nach Gleichung (249) , insbesondere 

im Falle e'^e":=e: 

oder mit Rücksicht anf Gleichung (255): 

Sind h^ und Tc^ die beziehungsweise von der Biegung imd von der 
Dehnung des Stabes (von M und von Q) herrührenden Bestandtheile von 
h, so ist 

|=«'^( <-'■ 
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Ist J^ die MaximslspaauuDg , die im Stabe Btattfinden würde , wenn er an 
den Enden nicht befestigt, sondern (streng genommen obne Reibung) nur 
eingeklemmt wäre, so dass er nur auf Biegung in Ansprach genommen 
wird , so ist 

J f(n) 

l^=^T^ = (' + |)«»)=«») + »'V'^7 • (2««)- 

Was die in diesen Formeln vorkommenden Functionen f(n) und 
F(n') betrifft, so kann, wenn n ein der Einlieit nicht nahe kommender 
echter Brucji ist, 



4-n 


!+» + — + 
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gesetzt werden 
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Gleichung (258) 



filr » = 0,1 0,2 

a = 21,3 e 30,4 e 

Äg= 0,0149 a:, 0,0297 Äi 

Ä = 1,0115 a' 1,0162ä'. 

Man erkennt daraus, dass die der Dehnong des Stabes entsprechende 
Spannung Tc^ erst dann eine im Veigleich mit der Biegungsspannung Ic^ 
nicht zu vernachlässigende Grösse haben kann , wenn das Yerhältniss der 
Länge zor Dicke des Stabes ungewöhnlich gross ist Noch weniger fehler- 
haft , als die Yemachlässigung von h^ gegen &, , ist die Berechnung der 
Anstrengung des Stabes nur auf Biegung, gleich als ob er an den Enden 
nicht befestigt, sondern eingeklemmt wäre; man findet dadurch die 
Maximalspannung (bei der hier vorausgesetzten ßelastungsart) um höchstens 
etwa l'^/g zu i^ein, wenn a<20e, d. L die Stablänge 4 a kleiner, als 
das 40faclie der Dicke 2e ist. 

Da die obige Untersuchung unter sonst gleichen Umstanden auch für 
einen stabförmigea Körper von der Länge 2 a gilt , der an den Enden 
drehbar befestigt ist , so folgt , dass gleicher Weise die Anstrengung eines 
solchen Körpers , soiern das Verhältniss seiner Länge zur Dicke niclit etwa 
ungewöhnlich gross ist, nur unerheblich za kloin gefunden wird , wenn sie 
Bo berechnet wird, als ob der Körper an den Enden gestützt wäre und 
somit nur auf Biegung in Anspruch genommen würde. Die Berück- 
sichtigung der Dehnung in der Mittellinie in Folge der Biegung durch 
jiormal dazu wirkende äussere Kraft« ist übrigens in solchen Fällen um 
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so weniger geboten , als eine viel grössere (positive oder negative) Delinnng 
durch Temperaturguderungen des Stabes verursacht werden kann, deren 
EinfluES im Folgenden (Nr. 122) näher geprüft werden wird. 

103. — Von grösserem tecbnisehem Interesse ist die Combination 
von Zng- oder Dmck- nnd Biegungs - £laBticität in solchen Fällen, in 
denen schon unter den gegebenen belastenden Kräften sich solche befinden, 
die Componenten im Sinne der Stabaxe haben. Von dergleichen Fällen 
sollen hier zunäclist solche näher besprochen werden , in denen alle äussere 
Kräfte mit der Stabaxe parallel sind, eine Belastungsart , die ala excen- 
trische Zug- oderDruckbelastung bezeichnet werde und von 
der die Specialfälle liervorzuheben sind, in denen die AngritTapunkl« der 
Kräfte in der Mittellinie selbst liegen und somit der Stab auf sogenannte 
Knickung in Ansprach genommen wird. Häufig kommt die gleich- 
zeitige Inanspruchnahme auf Zug oder Druck und auf Biegung bei gewissen 
Stabförmigen Bestan d theilen zusammengesetzter Con- 
structionen vor, wovon auch einige Beispiele im Folgenden betrachtet 
werden sollen. In allen Fällen wird vom Eigengewichte der Körper hier 
abgesehen. 

a. Excentriselie Zug - oder Dmokbelastnng eines prlsmatüolieii Stabes. 

104. — Ein prismatischer Stab AB sei im Punkte D von einer 
Kraft P angegriffen , deren Eichtun gslinie mit der Stabaxe parallel ist ; 
die Entfernung p des Punktes D von dieser Aze heisae die Ezcen- 
tricität der Kraft P. Unter A. und S insbesondere die Endpunkte der 
Mittellinie verstanden, werde A als Anfangspunkt eines rechtwinkeligen 
Coordinatensystems der x , ff angenommen , die ursprünglich gerade Stab- 
axe als 3:-Axe, positiv in der Richtung AJi, die y-Aie positiv in solchem 
Sinne, dass die ^-Coordinate des Punktes 2) positiv :^j) ist. In Bezug 
auf die Stützungs weise werden die vier Fälle unterschieden, dass der Stab 

1) hei A eingeklemmt und übrigens frei, 

2) bei A und B gestützt, 

3) bei A eingeklemmt, bei B gestütat, 

4) bei A und B eingeklemmt ist. 

Die Einklemmung wird dabei in allen FäUen als ein Zwang der elastischen 
Linie, von der ;c-Axe berülirt zu werden , die Stützung als eine seitliche, 
d. h. als Verhinderung der Ausweichung des gestützten Punktes der Mittel- 
linie aus der :£-Axe verstanden. Ausserdem muss der Stab natürlich seiner 
Lange nach an einem Ende so gestützt sein , dass er dadurch im Sinne 
der Kraft F sich zu bewegen gebindert ist ; diese letztere Stützung 
zusammen mit seitlicher Stützung an demselben Stabende ist einerlei mit 
Drehbarkeit um eine zurBiogungsebene senkrechte feste 
A X e daselbst , zusammen mit Einklemmung dagegen einerlei mit B e • 
festigung an dieser Stelle. Uebrigens wird zunächst angenommen, die 
Ordinate y der elastischen Linie sei so klein im Ver- 
gleich mit der Exce ntri e ität ^, dasa das Moment von P 
in Bezug auf die Biegnngsaxe jedes Querschnittes ohne 
in Betracht kommenden Fehlei=:Pp gesetzt vrerci^n H(ti4a< 
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105. — Unter dieser Voraussetzung ist, wenn der Stah AS am 
Ende j4 befestigt, äbrigens frei and am freien Ende S 
durch die Kraft P exccntrisch auf Zug oder Druck 
belastet ist (Fjg. 37), sowohl die Zugkraft P, 
als auch das auf Biegung wirkende Kraftmoment 
M= Pp Für alle Querschnitte gleich und somit 
auch mit J= Ff* nach Gleichung (249) für alle 
Querschnitte des Stabes: 

' > . (262). 

Dabei entsprechen die oberen Zeichen der Zug- 
belastung, die unteren der Druckbelastung (der 
ersten resp. zweiten Fig. 37). 
, B. eine ezcentrisch belastete HängesSule, d. li. 
ein in verticaler Lage oben befestigter und unten durch ein excentrisch 
angehängtes Gewicht P belasteter prismatisclier stabförmiger Körper einen 
rechteckigen Querschnitt mit den Seiten b und 2e (]} senkrecht 
zur Biegungsebene) , so ist 



w 



Hat . 



-'■■ •'=1'» 


-4-. 


•lio 


. = i-«., 




±01 

»-4 


o" 


= 


p = e: 


-4 


0' 


-4^ 


g.- Qner.c 


hnitte mit dem Radius 


. .„i... 


=1.., 


f' = 


1 , 


:H^ 


±01- 






1 


-4. 


0" 


= 


p = r: 


-4- 


a" 


=4- 



Man erkennt daraus, wie schon bei verhältnissmässig kleiner Grösse 
der ExcentriciCät p die Maximalspannung erheblich grösser wird , als die 

P 
der centrischen Belastung entsprechende gleichmässige Spannung = -= . 



106. — In den drei letzten der i 
hinsichtlich der Stützungsart des Stabes s 



Nr. 104 unterschiedenen Fälle 
i A das Stabende, gegen welches 
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die belastende Kraß P hin gerichtet und an welchem der Stab seiner 
Länge nach gestützt ist, so dass, unter C den Fasapunkt des vom An- 
gri&punkte D der Kraft P auf die Stabaxe gefällten PerpMidikels CD=p 

PI jg^ verstanden (Fig. 38), nur das Stück AC des Stabes 

ausser auf Biegung zugleich auf Druck in Anspruch 
' JfK/ genommen wird. Die Buchstaben A, S sollen zugleich 

* — ]*J die Widerstandskräfte ■ der (seitlichen) Stützen resp. 

' Einklemmnngen an den gleichnamigen Stabenden be- 

zeichnen und zwar algebraisch verstanden : positiv oder 
n_ negativ , jenachdem sie die Richtung YÄ oder AY 

I haben. (A) und (B) seien die Spannungemomente der 

I Querschnitte bei A resp. S, (C,) und (Cb) die Spannungs- 

^ ^ momente der Querschnitte unmittelbar neben der Stelle 

C im Sinne gegen A resp. S , alle diese Momente 
„ auch algebraisch verstanden und zwar positiv oder 
negativ, jenachdem die elastisciie Linie an der be- 
treffenden Stelle im Sinne YA oder AY concav 
gekrümmt ist. Mit den Bezeichnungen AC,^a, HO^b sind diese sechs 
Grössen A, B, {A), (B), (C^), (Cb) durch' die folgenden vier Gleichungen 
verbunden ; |k 

A-i-S=0; (Ch) — i<X) = Pp. . . (265) 
{C^) = iA)-\-Aa; iCb) = iB) + Bb . . - (266). 
Von A gegen C sowohl wie von B gegen C ändert sich das 
Spannungsmoment stetig in gleichem Sinne mit dem Moment der Kraft A 
resp. B, so dass als relative Maxima vW M nur die Absolntwerthe von 
(Ca) und CCb) und eventuell die von (J.),'\5) in Betracht kommen, falls 
nämlich bei A resp. B nicht einfache Stützung, sondern Einklemmung 
stattfindet. Nur diesen relativ grössten Werthen von M können nach 
Gleichung (249), worin für das Stabstück AC die miteren Zeichen gelten, 
^fts andere P=^0 zu setzen ist, auch solche von tf und a" ent- 
weiche von ihnen die absolut grüssfen sind, hängt ab von 
■ dem VerMItnisee a : b und von der verhältniss massigen Grüase der Exceu- 
tricität-^, verglichen mit den Querdimensloaen des Stabes. In den folgenden 
Nummern ^wid nur jene relativ grössten Spannungemomente mit ihren 
algebraisch etN," Werthen (zur Kennzeichnung des Krümmungssinnes der 
elastischen Linie) entwickelt , woraus die weiteren Folgerungen in jedem 
gegebenen besonderen Falle leicht gezogen werden. Dabei kann auch in 
B noch eine äussere Kraft Q im Sinne BA angreifen ohne dass sie 
(unter der zu Ende von Nr. 104 bemerkten und hier^zu Grunde liegenden 
Voraussetzung) auf M von Einfluss wäre; nu^istj^dann statt P in 
Gleichung (249) fijr die Stabstrecken AC '• and Bü bezidiungs weise 
P~h Q und Q mit den unteren Vorzeichen der betreffenden Glieder za 
setzen. --. 

Bei C findet eine plötzliclie Aenderung des Spannnngsmomentes und 
somit der Krümmung der elastischen Linie statt; für diesen Punkt C der 

letzteren sei y der (sehr kleine) Werth von -^, iJ der (im Vergleich 
mit p sehr kleine) Werth von — y: sieh^JJig. 38, worin die einem 

D,rzB.byCOO<^[e 
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pOBitiven ß entsprechend (äbertrieben gezeichnete) veränderte Lage des 
Punktes C, ihre Verbindongsgersden mit den Punkten A, B und die 
Tangente der elastischen Linie für die geänderte Lage dieses Punktes C 
durch gestrichelte Linien angedeutet sind. 

107- — Der Stab sei bei^ nm eine znrBiegnngsebene 
senkrechte feste Axe drehbar, bei B gestützt. Es ist dtmn 
(Ä)~CB)=0, also nach Gleichung (265) und (266) mit Z = a-f 6: 
C<X) — (C.) = Bh~ Aa= B ia-{~b) = Bl = Pp 

— A = B = ^; iG^-)=Aa = — jPp; (.0^) = Bh = jPp (267). 

Was die Keigung und Durchbiegung bei C, nämlich die Grössen y 
und d betrifil, so kann, wie Fig. 38 und ihre Vergleichung mit Fig. 20, 
Nr. 56, erkennen lasst , das Stack AC resp. BC des gebogenen Stabes 
als ein Stab betrachtet werden , der bei C unter dem Winkel 

«=— (y+— ) "»P- "=r— y 

gegen die Gerade AC resp. BC geneigt eingeklemmt ist , womit und mit 
l^a resp. l^b, ferner mit P^O, Q=0 sich aus Gleicliung (122), 
Nr. 58, ergebt: 

Aus diesen Gleichungen und mit Rücksicht auf obige Ausdrücke von 
A, B folgt: 

gfy^ °'-°^ + ^' f^; SrS = ^^i^F, . (2C9). 

108. — Wenn der Stab bei Ä befestigt, bei B einge- 
klemmt ist, so kann, wie Fig. 38 und ihre Vergleichung mit Fig. 19, 
Nr. 54, erkennen lässt, das Stück AC des gebogenen Stabes als ein Stab 
betrachtet werden , der bei C und A unter den Winkeln 



« = — (?'+—) >ind ß = -- 



gegen die Gerade AC geneigt eingeklemmt, das Stück BC als ein Stab, 
der bei C und B unter den Winkeln 

gegen die Gerade BC geneigt eingeklemmt ist , womit und mit l^a 
resp. l = b, femer mit P:^0, Q^=0 sich aus Gleichung (97) für £ 
und Gleichung (98) für (Ä), Nr. 55, ergiebt: 

" ^ " " ^ «M . (270). 

D,ji,z,db,Goo<^le 
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Dnrch die Eissetzung dieser Aasdrücke in den Gleichungen (265) 
Verden diese zu zwei Gleichungen mit den Unbekannten y, d; man findet 
daraus mit l-=a^h: 

dann aus den Gleichungen (270): 

— A = B = ^^Pp (272) 

endlich damit aus den Gleichungen (266) : 

Ebenso wie im vorigen Falle (Nr. 107) sind A und (CA) stets 
negativ, S, (Ob) und y ateta positiv; dagegen können hier (A) und (B) 
ebenso wie 6 in beiden Fällen positiv oder negativ sein je nach dem 
GrössenverhiUtniBse ra;ft. Dabei ist der Äbsolutwerth von (A) 
stets < — (Ca), der von (B) stets <(Cl,), weil, was z.B. erstere 
Vergleichung betrifll, 

±(2a — b)(a-{-b) = ±(2a^'\-ah — b*)<ia'—ab-\-h', 
nämlich 2a' — 2o6 + 2&*>0 und 6o*>0 
ist. Die Yergleichung von -^ {S) mit {Gb) ergieht sich daraus durch 
Vertauschung von a mit b. 

109. — Ist der Stab bei A befestigt, bei B gestützt, 
so gelten für A und (Cj die Ausdrücke- (270) , für B der Ausdruck 
(268), während (Ob) = Bh ist nach Gleichung (266) mit (B) = 0. 
Nach Einsetzung dieser Ausdrücke findet man aus den Gleichungen (265): 

fir,== »('■■ + "■' Py; EJÖ=. "•"<■'''-'"''> Pp . (275), 

damit dann _^=a=i£(l±-?2.Pp .... (276) 

(R) = - ^- + y;/+^>- p^, (ft) = ^2^Ö±^P. . (377) 

(A) = (C.)-Aa = Bl-Pp = ^^±^l^=S-Pp. (278). 

Auch hier sind A und ((7J negativ, B, (Cb) und y positiv, während 

die Vorzeichen von {A) und d von dem Verhältnisse a:b abhängen; auch 

hier ist femer der Äbsolutwerth von (^J, stets < — (C), weil 

±la*-{-2bia~-b)^l = ±(a^'\-2ab — 2b^)(a+b) 

= ±{a^+Sa^b — 2b'^<2a''i-3a»b-\-2b', 

nämlich a»-}-46ä>0 und Sa» + 6a*6>0 ist. 

DigtizBdbyGOOgle 
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110. — Im Falle von Nr. 108 befindet sich z. B. eine verticale 
prismatische Saale, welche, zum Tragen der Decke eines grüsseren Baumes 
(z. B. einer Werkstatt) dienend und dadurch oben mit dem Gewic)ite Q 
centrisch belastet , zugleich au einer mittleren Stelle C (in der Entfernung 
a vom nnt«ren Ende A, i vom oberen Ende B) vermitteia eines seitlichen 
Ansatzes (angeschraubten Consols etc.) durch ein Gewicht P escentrisch 
(in der Entfernung j> von der Axe) belastet ist, falls in Folge ihrer Ver- 
bindungsweise mit dem Fnssboden nnd der Decke ilire Biegung nur so zu 
Stande kommen kann, dass die elastische Linie von der geraden Ver- 
bindungslinie ihrer Endpunkte in diesen berührt wird. Ist dabei der Quer- 
schnitt von solcher Form, dass e' = e"^e ist, so findet in jedem der 
beiden Theile AC und BC der Säule die grösste Spannung — falls es 
eine solche giebt, d. h. o' nach Gleichung (249) positiv ist — und die 
grösste Pressung unabhängig vom Bi^tmgssinne in demjenigen Querschnitte 
statt, für welchen M am grössten ist, also im Querechnitte C» resp. Ob 
unmittelbar unterhalb und oberhalb der Stelle C. So ergeben sich mit 
Mi = — (C») und Mb ^ (Cb) die grössten Spannungen und Pressungen : 

ff.' = JVf.4 — ^i^' ff." = Jlf. 4 + ^t^ im unteren, 



Theile der Säule. Welches dieser je zwei relativen Maxima von & und 
a" das absolute Maximum ist, hängt von verschiedenen Umstanden ab; 
ohne Weiteres erkennt man , dass, 

wenn M^ > M^ ist, max a"= a" 

wenn M^ > -M» ist, moj: & = ffh' 
ist. Was dieses Grössenverhältniss von M^ und Mb betrifil, so folgt aus 
den Gleichungen (273) mit x=-t-, daas 

Mi = Mb ist , wenn 4 3:* — 3;-|- 1 =x* — x*-\- ix 
. a:*— 5a;*+ 5a;— 1 = (a; — 1) {x^-~ix-\- 1) = 0, 

(dso a;=l oder a; = 2-j- j/3 odera;^2 — ^3 



= für a=0 ist also 



2 + |/8 



von -r = bis 7= bU 1 bis 2 + /s bis co 

' 2 + 1^3 

Soll o' höchstens ^= h', a" höchstens i= k" sein , so wird sich bei 
massiger Grosse von p in der Segel 

max a' f 

maxa"^!^ 
ergeben , so dass max a" maassgebend ist für die erforderlichen Quer- 
dimensionen oder die zutSssige Belastung der Säule ; doch können u. U. 
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auch die Verhältnisse so bestimmt werden sollen, dass max a" ein 
g^benes Vielfache von max o' wird. 

Es sei z. B. die Säule von Gusseisen mit kreisringrörmigem Querschnitte, 
r dec äussere, r^ der innere Radius, also 

ferner a = 2b, also JW, = ~Fp, Mb = — Fp. 

jwoa: (T =; (Tb oder ffb , jenachdem — p ~t—, — r- -S- 1 oder p^ ~ — — 

9 r* + »"i ^ '^ ^ 4 r 

ist. Wenn unter übrigens gegebenen Umständen p von Null an wächst, 
so tritt zunächst nur eine zunehmende Ungleichheit der Pressungen in den 
verschiedenen Punkten der Querschnitte ein bis bei einem gewissen Werthe 
von p eine der beiden Grössen Oa, Oh positiv und somit eine Spannung 
im engeren Sinne wird. Bei weiter wachsender Grösse von p nimmt dann 
inax & 

der echte Bruch 77 mehr und mehr zn , nnd es sei die Frage , wie 

fßaxa" 
gross böchatens p sein darf, wenn max a" wenigstens = 2 max & 
bleiben soll? 

Unter der Voraussetzung , dass 

p > -j — , also max ff* = o,' 

ist , findet man entsprechend der Forderung max ff" = 2 tnax & : 

27 P+g r' + n' 



j max o' = iTi,' und ergäbe sich gemäss 
der Forderung max a" = 2 max & : 

^ 3 f+3g r' + n' 

Ist z. B. im ersten Falle r^ = —r, so ergiebt sich 



fflr -5 = 1 
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111. — Die den vorhergehenden Anfgaben zn Grunde liegende 
Annahme, die Ordinat«a y der elastischen Linie seien sehr klein im Ver- 
gleich mit der Exce&tricität p der Kraft P, kann am ehesten im Falle 
von Nr. 105 u. ü. unznlüaig sein, d. h. bei excentriscfaer Be- 
lastung am freien Ende B des am .anderen Ende A 
befestigten Stabes. Für diesen Fall werde jetzt angenommen, die 
Durchbiegung ö hei S (der Absolutwerth der Ordinate y des Pimktes 
S der elastischen Linie) sei nicht sehr klein im Vergleich mit 
der Excent ricit ä t ^ ^£D. Dabei verlialten sich die beiden dmitsh 
Fig. 37 dargestellten Fälle verschieden : siehe Fig. 39. 

^'E' '*• W i r k t P * 1 s Z u g , so findet eine solche 

Biegung statt , doss Jlf von B nach A abnimmt ; 
der grösste und deshalb maassgebende Werth von 
M im Querschnitte bei B ist aber ebenso gross, 
als ob d verschwindend klein wäre, nämlich = J^, 
sofern der Unterschied zwischen der Strecke BD =p 
und ihrer Projection auf ^ F als eine im Vergleie h 
mit p kleine Grösse zweiter Ordnung vernachlässigt 
wird. Mit solcher Annäherung sind also auch die 
Maximalwerthe von o" und a" den in Nr. 105 
als für alle Querschmtle gültig angefiihrten gleich, 
so dass eine weitere Untersuchung dieses Falles 
ohne näher liegendes Interesse ist. 
als Druck, so nimmt M von B nach A zu, 
und es ist hier 

mcux: M= P(p-\-d), 
ein Ausdruck, dessen Werthbestimmung die Kenntniss der Gleichung der 
elastischen Linie erfordert. Aus der Momenten gleichung 




ET- 



dx' 



= P(j,+ J_j) 



folgt aber mit a* = -=Y und z^=^y — p — iJ 

d^s d^y j 

dx* dx^ 
mit dem allgemeinen Integral: 

s^=:y — p — <J = jl sin (ax) -\-Bcos (ax) , 
unter A und B Constante verstanden , die gemäss den zusammengehörigen 
Werthen 



sich ergeben : 
Somit ist 



a;=0, y = 0, 
^ = 0, B = ' 



dx 
~p — d. 



daraus mit x^^l, y = S: 



P+i 



= l—eos(ax) 



(279), 
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- 1- ^=1 — cosfal) oder 
p + 3 



und die Grleicliung der elastis 
1f 1- 




p cos (al) 

Nach Gleichung (280) ist mm maxM= 
damit nach Gleicliung (249) : 

Wenn unter übrigena gegebenen Umständen P oder eine Querschnitta- 

dimension so bestimmt werden soll, dasa iT* höchstens = Ä' , o" höchBtenfl 

= jt" ist, so kann die gesuchte Grösse, da sie zugleich im Ausdrucke von 

a vorkommt, nicht als geschlossener Ausdruck entwickelt, sondern niw 

durch allmähliche Näherung oder durch Probiren gefunden werden. Wird 

insbesondere die zulässige Belastung P gesucht, so ergiebt sich mit J^ 

Ff^ ein erster Näherungswerth P, , indem man cOS (al) = 1 entsprechend 

a = setzt, = dem kleineren der beiden Werthe 

k'J ^ k"J 

nnd ' 



pe' — p pe"+f* 

fibereioBtimmaid mit Gleichung (262), dann ein zweiter, dritter n. s. f.; 



J?.<- 



« (a, ^ cos(ayt) 

k'J ^ _ lc"J 



?«" 1^ """■-'• S 



P,< ^ und <— — ,7 " - mita, = i/-=~. 

'^ Pe- ^ > pe" „ "" f EJ 

cos(a^l) cos{a^l) 

n. s. f. bis die immer kleiner werdenden Diflerenzen der auf einander 
folgenden Nähernngs werthe den zuletzt gefundenen als hinlänglich zu- 
treffend erscheinen lassen. Aus 

ist ersichtlich, dasa cos (al) um so kleiner, die Rechnung nach Gleichung 
(262) also um so mehr correctionsbediirftig ist , je grösser die Länge im 
Vergleich mit der Dicke des Stabes imd mit p ist. Uebrigena kann bei 
dieser Rechnung oETenbar max & ganz ausser Betracht bleiben und meid: a" 
= k" gesetzt werden, wenn k''^J^' oder nicht viel <£" gegeben ist. — 

Gin unten befeitigter verticaler hölzerner Pfosten von quadratischem 

Querschnitte (e' = e" = e, F:^ie*, iT^-^e*, f^-x-B^) y dessen 

Höhe = der 30fachen Dicke (ii=40e) ist, aei z. B. an einer Kante der 
oberen fVeiea Endfläche belastet {p^e); die Grösse dieser Belastung P, 
welche der Fordenwg k" = 60 (Egr. pro Quadratcenfim.) entspricht, wäh- 

"' lyCoogle 
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rend Je'>k" nicht in Betracht konunt, ergiebt sich dann bei der An- 
nahme £=120000 (Kgr. pro Quadratcentim.) aus Gleichung (282): 

P _ h" 60 

F~ 



f*a>s(al) 



+ 1 3 See 






120000 i^ 



<iV?. 



Setzt man 


diesen Ausdruck 


"«j,. 


der 


=fi^l 


, Bo findet man 








?=«») = 


= 15; 


P, 

F 




§=^§)= 


= 12,85 1 


F 



+1 

der selbst eine Function ^ 






12,17 



?k~f(?*\^ 12,21 



F ~^\f)' 

und kann danach schliesslich P=12,2FKgr. gesetzt werden, unter F 
den Querschniu des Pfostens in Quadrateentimetem verstanden. Die zu- 
lässige Belastung beträgt hier also nur— —- = 81 ^l^ deijenigen, dio sich 

.aus GleichuBg (262) ergeben hätte. Die Durchbiegung bei S ergiebt sich 
aus Gleichung (280): 

(J = [sec (a/) — Iji) = 0,305 j) = 0,305 e . 



b. Inanspraohnalme eines geraden Stabes aof Enioknng. 

112. — Wenn ein gerader Stab in den Endpunkten A, B seiner 
Mittellinie von zwei gleichen und entgegengesetzt gerichteten Kräften P 
auf Druck in Anspruch genommen wird, so ist zwar an und fäi sich kein 
Grund vorhanden, weshalb er eine andere Deformation, als eine blosse 
Zusanunendrückung bei gerade bleibender Mittellinie erfaliren sollte ; allein 
es kann bei verhältniasmässig grosser Länge des Stabes und starker Be- 
lastung jener Gleichgewichlszugtand ein der Art labiler sein , dass durch 
den geringsten zufalligen Umstand , z. B. durch einen zufälligen Seiteu- 
druck oder wegen mangelhafter Homogenität des Materials eine Biegung 
eintritt, wodurch neue Spannungen und Pressungen verursacht werden, die 

P 
mit den im Querschnitte gleichförmig vertheüten Pressungen = -^ sich 

combiniren. Man sagt dann, der Stab werde auf Knickung in An- 
spruch genommen, er werde zerknickt, falls diese Inanspruchnahme 
die Trennung seiner Theile zur Folge hat. 

DigtizBdbyGOOgle 
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Ist dabei der einstweilen aU prismatisch vorausgesetzte Stab am 
einen Ende A eiDgeklemmt und übrigens frei, so ist dieser 
Fall als Grenzfall des in Nr. 111 untersuchten zu betrachten, entsprechend 
dem Uebergaoge von p in die Grenze Null, während d eine endliche 
Grösse behält ; die bei A angreifende Kraft P ist die Reaction der Längs- 
stützung, deren Verbindung mit Einklemmung bei A identisch mit Be- 
festigung des Stabes daselbst ist. Indem aber ans Gleichung (280) mit 
j)=rO, <S> sich cos (al) = Q ergiebt, erhält man nach Gleich. (282): 

also unbestimmte Werthe, woraus zu schliessen ist, dass, wenn gemäss den 
Verhältnissen das Gleichgewicht bei gekrümmter Mittellinie überhaupt mög- 
lich ist, dasselbe bei jedem Werthe von d stattfinden kann, so dass 
man keine Sicherheit dafür haben würde , dass die Biegung und die ent- 
sprechenden Spannungen nicht anwachsen bis sie den Bruch des Stabes 
durch Zerknickung herbeiführen. Um diese Gefahr zu vermeiden, ist also 
P kleiner zu wählen , als der kleinste Werth , bei dem ii^cnd eine noch 
so kleine Biegung überhaupt bestehen, d. h. wodurch cos (a?) = werden 
kann; dieser Werth folgt aus 

'••-'Vir=Y " ■^=T^,,; • ■ '^«^' 

und wird sonach ab diejenige Kraft betrachtet, durch die der Stab zwar 
nicht zerknickt werden muss, aber doch bei der geringsten Zutalligkeit zer- 
knickt werden kann. 

In Ermangelung einer hier a priori gegebenen Kraft- und Biegnngs- 
ebene ist natürlich anzunehmen, dass die Biegung in dem Sinne eintritt, 
für den der Widerstand dagegen am kleinsten ist; J" bedeutet also hier 
das kleinste Trägheitsmoment des Querschnittes für irgend eine Biegungsaxe. 

113. _ Der aus Gleichung (280) mitp = 0, (J>0 folgenden Be- 
dingung cos (al) ^ kann auch genügt werden durch : 

, 4 . J>r ' 4 (* 

entsprechend dem Umstände, daäs die elastische Linie gemäss 
ihrer Gleichung (279) 

y = S[l~cos {ax)'\ 
im Allgemeinen eine Wellenlinie sein kann (Fig. 40), die 

aus gleichen Stücken wie AB von der Länge besteht, 

2 a 
und deren Ordinate y^d ist nicht nur im Punkte B 

\ax = ~j, sondern auch im Punkte JS, \ax=Z—\, in 
J5j {«a:=5— -J . , , , während sie dazwischen abwechselungsweise = 
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und = 2<} ist. Im Falle des einerseits freien Slabes ist tVeilich eine 
solche weniger einfache und eine grössere Kraft erfordernde Biegung, 
entsprechend einer von A bis B^ oder bis £j . . (Fig. 40) reichenden 
elastischen Linie , bei dauernder Belastung nicht (höchstens vorüber- 
gehend bei stossweiser Belastung) anzunehmen; dagegen führt diese Be- 
trachtung zum Ausdrucke für die Bruchbelastung P bei anderen Stützungs- 
arten des Stabes. 

Ist insbesondere der Stab an beiden Enden gestützt, so 
dasa die elastische Linie in ihren Endpunkten A , B beliebige Neigungen 
gegen die Gerade AS (die zusammenfallenden Richtungslinien der In A 
und S angreifenden Kräfte P) annehmen kann (z. B, eine Koppelstange, 
beiderseits um Zapfen drehbar, bei ihrer Inanspruchnahme auf Druck), so 
entspricht bei einfachster Biegimgsart die elastische Linie einem der Stücke 
BBi , BiB^ ... der Cnrve, Fig. 40, verhält sich also jede Hälfte des 
Stabes ebenso wie der ganze Stab im vorigen Falle, so dass, wenn mit t 
immer die ganze Sfablänge bezeichnet wird, die Zerknickung nach Glei- 
chung (283) erfolgen kann durch die Kraft: 

W.T 

. . . (284). 



Ist der Stab an beiden Enden eingeklemmt, so dass die 
elastische Linie in ihren Endpunkten A , B von der Geraden AS (den 
zusammenfallenden Riehtungslinien der Kräfte P) berührt wird (z. B. eine 
Säule, die beiderseits mit ebenen Endflächen entsprechende Flächen von 
unveränderlicher Kichtung berührt), so stimmt bei der einfacligt möglichen 
Biegungsweise die elastische Linie überein mit dem Curvenstücke (Fig. 40), 
das von A hia zum folgenden Berti hrungspimkte der Axe AJC reicht, ver- 
hält sich also ein Viertel des Stabes wie der ganze Stab im ersten Falle, 
und ist nach Gleichung (283) die Kraft, wodurch der Stab zerknickt 
werden kann: 



*(i')' 



114. — Die betrachteten Stützungsarten des Stabes , die zu den 

fig. 11. Ausdrücken (283)— (285) für die Bruchbeiaal ung P gefuhrt 

haben, entsprechen den in Nr. 104 unter 1), "2) und 4) 
für den Fall der excentrischen Zug- oder Druckbelastung 

— »j augefiihrten. Gemäss der dort unter 3) bemerkten Stützungs- 

art kann es nun auch hier noch der Fall sein, dass der 

\ Stab einerseits eingeklemmt, andererseits 

gestützt ist, eo dass die elastische Linie und die Ver- 

i bindungegerade AB ihrer Endpunkte sich bei A berühren, 

ff bei B dagegen eine beliebige Neigung gegen einander an- 

nehmen können. Die einfachste, also wahrscheinlichste und 
gefährlichste Biegung für diesen Fall zeigt Fig. 41 ; sie 

g -y ist , weil ausserhalb AX ein durch Jlf i= charakterisirter 

Wendepunkt G liegea muss, nur dadtux;h möglich, dass das. 
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Stabende ß durch eine Fülirung .in A^ zu bleiben gezwungen Tvird. 
Dadurch wird ein gewisser Seitendruck Q der Führung als mitbestimmend 
für die Werthe von M in den verschiedenen Querschnitten des Stabes 
eingeführt, welcher sonach an die Stelle der Unbekannten Ö des Funda- 
mentalfalles (Nr. 112) und der daraus abgeleitet«D Fälle tritt und, ebenso 
wie dort S, nur mit Hülfe der elastischen Linie, wenn überhaupt, bestimmt 
werden kann. Die Differentialgleichung der letzteren ist aber: 

, 'l'll , , ,,„ ■. . , p 



b^(l — x) mit a* = -==r, 6' 



EJ' " ~ EJ' 



woraus mit ^— ^ = e 
ax'' 






also, unter A und B Constante verstanden, 

g = — a^y -{-h'{l — x)=rA sin {az)-\- Ba>s (ax) 
— ö*-^ — b^^Aacos (ax) — Ba sin (ax) . 

Die Integrationsconstanten A , B und die Unbekannte h* sind an di( 

folgenden zus^nmengehörigen Werthe und - entsprechenden Gleichungen 
gebunden : 

x=0, y=0; hH = B 



dx 




x=l, j = 0; = Asin(aT)'i-Bc< 


,s(,aT). 


Aus den zwei ersten dieser Gleichungen folgt ~-f^~ 


-al, aus derdritl«n; 


~ = —tg(<tl), so dxs die Gleichung 




al = tg{at) nnt = ^ ^ ■ 


. . . (286) 



durch die gegebenen Grössen erfüllt sein muss, wenn jene drei Glei- 
chungen zusammen bestehen, der vorausgesetzte Gleichgewichtszustand mög- 
lich sein soll , während , wenn es der Fall ist , dadurch nur die Verhält- 
nisse, nicht die Absolutwerthe von A, B, h^ bestimmt sind, mit b^ oder 
Q also auch die Spannungsmomentc der Querschnitte unbestimmt bleiben. 
Analog der Schlussfolgerung in Nr. 112 ist daraus zu schliessen, dass 
der kleinste Werth von P, welcher der Gleichung (286) entspricht, die 
Zerknickung des Stabes herbeiführen kann. Indem aber der kleinste 
Winkel nächst Null, dessen Tangente ihm selbst (in Bogenmaass aus- 
gedruckt) gleich ist, in Gradmaaas 257" 27' 12" beträgt — 4,4934 in 
Bogenmaass, ergiebt sich aus 
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Eig, i% 



ein Werth , der zwischen den dnrcli die Gleichungen (284) und (285) 
bestinuuten enthalten ist, wie zu erwarten war. 



115. — Das ErgebnJBS der vorhergehenden Untersuchungen, dass 
llen Fällen erst bei bestimmter Grösse der äuaserpu 
Kraft P irgend eine Biegung des Stabes mög- 
lich wird, dass aber, wenn P diesen Werth 
hat, die Grösse der Biegung unbestimmt 
bleibt, erscheint so auffallend, dass es ron Interesse ist, 
zu prüfen, ob und inwiefern dieses Ergebniss etwa nur von 
den. Ungenanigkeiten der Entwickelung herrührt. Es werde 
dabei der Fundamental fall (Nr. 112) des einerseits 
eingeklemmten and übrigens freien Stabes 
vorausgesetzt (Fig. 42). 

Ungenau war aber jene Entwickelung zunächst inso- 
fern, als sie von der Momentengleichung 
EJ 



-=M (Gleichung 81, Nr. 40) 

K 

die als Grundlage der Gesetze der Biegungselastieität gerader 
i dem allgemeinen Ausdrucke für die Delinnng in der Entfernung t] 



e=£„ + (l + c„)J- (Gleichung 73, Nr. 36) 

dadurch hervorging, dass dafür uäherongsweise 

e = eo+X (Gleichung 74) 

gesetzt wurde. Auf Grund des vollständigen Ausdrucks von e ist die 
Momentengleichong : Jl-/7'»'^-Jl^*il'^^l0£-= ^i, A^^-kgidAvy; .'. 

e 

in dieser Form zu Grunde gelegt, da die Dehnung e^ der 

P 
nicht = , sondern = — -== ist bei nach wie vor als 
' EF 

gering vorausgesetzter Biegung des Stabes. 

Bei der kleinen Grösse von ^ (jedenfalls < 0,001, meistens < 0,0005) 
ist ireilich diese Correctur von ganz untergeordneter Bedeutui^. Wesent- 
licher kann es sein, dass femer zur Integration der Momeatougleichung 

1 {i + „'äj^ 

p=—r. Statt p = . ^ - ' f -^ - 
V j/" y" 

gesetzt wurde, unter y' und y" die Differentialquotienten -— '""1 — ^'"■- 



und werde s 
Mittellinie hi 



dx 



dx* 



standen, und ergiebt sich mit dem vollständigen Ausdrucke von p nun- 
mehr die Momentengleichung: 
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oder mit ffl'= ^r,, ■ . r und = y — d, also s' = t/', ^' =y" . 

unter s' uad z" die Difierentialquotienten ^j— und -^z— - verstanden : 
dx ax* 



Durch Multiplication dieser Gleichung mit 2z'dx = 2ds erhält sie die 
Form: 



(1+»") 



J 



= (l + s") '■J(l+/')==-»'<J(.'), 



woraus durch Integration sich ergiebt: 

(1 -\-e'^)~^=^a^-z*-{-Cmst. 

Die Conalantc entspriclit den zusammengehörigen Wertheu y=0 , y'=0, 
alijo e = — 1$, s' = 0, somit der Gleichung: 

1 =—-a^3^-\~C<msf., 



woraus folgt: 



1-4 «'('!■-»■) = 



1+.- 



[i-i-.'C»'-«')]' [i-l»'^'-»')]' 

dx = — ■ -■-■■■■ , .. ■ , ^g, 

J/o'('!'-»')[l-Y''' ('"'-'")] 
Ist ferner s die Länge der elastisclien Linie, also 

unter 2 die ursprüngliche Stablänge verstanden, so ergiebt sich aus dem 
gefundenen Ausdrucke von dx und mit Rücksicht auf Gleichung (288) : 
ds = dxyi+y' = dx}/T+7' 

de 

D,Bi,z,db,Google 
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oder mit «=3Ce*(i}* — ^*), 

g -j u^ j 1 du 1 du 

dtt nämlich e negativ, also az = — ya^* ^ — |/ä*d' — M 
ds = i 



*j/«(«''J*-«)(l-|«) 



Behttfs einer angenäherten Integration dieser Gleichung, deren genaues 
Integral zur Classe der elliptisctien Functionen gehört, kann man be- 
merken , daas bei der hier ala gering angenommenen Biegung des Stabes 
die eingeführte Variable m ein kleiner Bruch, nämlich nach Gleichung (288) 
von einerlei GröBSenordnung mit z'^=:^y'*, in erster Annälierung = y** 
ist. Wenn man also 

nach der binomischen ReÜie entwickelt, so nelimen die Glieder Bcbr schnell 
ab, und ergiebt sich mit Rücksicht auf die zusammengehörigen Werthe 
t/=0, Z = ~ 5, «5=0 
y = 3, 2 = 0, u = a^3* 
2as = 2oi(l + eo) 

T du (.,!») 1-3 /»y \ 

J\^aH^u — u*^ 2 4^2.4\4/^7 

Nach den bekannten Reducüonsformeln : 

7x =^-47.)»^+— sji— Yfi "■ •• '• 

ist hier mita=:0, i = a*d*, c^ — 1, a; = M, X= a* (J^ « — m* = V 
und mit Bücksicht darauf, dass U^^O ist für m=:^0 und für u = a'ä^i 

oder, d» nach der bekannten lutegralfonnel 

D,gt,ZBdbyGOO<^[e 
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=.<c.+e,=[.4-(iy^-+(iii)x^T+...]/^l 
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St. + 'y^ 



h 

/du „ ■ , , .2m — a'd'^ 
— T = - _ - z^= — ■ = Cmtst. -+■ arc stn =^t — 

h 



/c y'ia, 



- = arcstn(l) — a^csmi — i) = ?t ist, 



Wie Bchnell die Reihe bei mäsaiger Biegung des Stabes convergirt, 
igt danach zu beurtheilen, äasa a6 nach Obigem der Werth von yu für 
den Funkt B, alBO Näh enings werth von y* in diesem Punkte ist. Auch 
ist nach der Momentengleichung 

und da M für den Querechnitt bei A = Pd ist, o*<J* = ^, vinter pden 

Krümmungshalbmesser der elastischen' Linie im Punkte A verstanden. 

Bei verschwindend kleiner Durclibiegung d ist nach Gleichung (289), 
wenn der entsprechende Werth von P mit Pg bezeichnet wird, 

also in erster Annäherung : P„ = ^5- , 

4 P 

in zweiter mit J-=P'/3: P^ = ~J^[l -\- ^L^j . 

Hiemach war es zwar sehr angenähert richtig, die dnrch Gleichung (283) 
bestimmte Kraftgrosse als die kleinste zu bezeichnen, bei der eine Biegung 
des Stabes möglich zu werden anfängt ; dagegen ist die Un- 
bestimmtheit der Biegung durch die genauere Analyse 
beseitigt worden, da d nach Gleichung (389) stetig zunimmt, wenn 
P-über Pq hinaus wächst. Gleiches gilt offenbar ffir die anderen Stiitzungs- 
orten des Stabes. 

^'""'^ 116. — Bei den praktischen Anwendungen sind freilich die Ver- 
hältnisse meistens von solcher Art, dass P nur wenig grösser, als der 
(d = entsprechende) Grenzwerth P^ zu sein braucht, um eine unzu- 
lässige, nämlich solche Grösse der Durchbiegung 3 zu bewirken, die eine 
übermässige Äostrengung oder gar die Zerknickung des Stabes zur Folge 
hftben würde. Zunäctist kann man nämlich bemerken , dass , da absolut 
genommen e^ jedenfalls kleiner , als die höchstens zulässige , in grösster 
Entfernung = e von der Biegungsase stattfindende Dehnung, d. h. kleiner, 

als etwa ist, mit praktisch unbedingt zulässiger Annäherung Cg gegen 
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1 vernachlässigt werden und aomit Gleichung (289) in der Form ge- 
schrieben werden kann : 

^'|/5-^ + (l)"#.T+(^y(#.?)"+ ■■:(-)• 

Mit demselben Rechte aber , mit welcliem Cg gegen 1 zu vernachlässigen 
war, kann in der Reihe auf der rechten Seite dieser Gleichung schon das 
zweite Glied vernachlässigt, somit für jeden Werth von ö 

gesetzt werden, wenn (mit J^ Ff^ : 

/1\' P i> P /dy /i\' . , . 

b) ■WT = EF\Tf) =-'"W; «l»»'"' !:»»»»"»<«.. 

d. h. wenn S<iif ist. Indem aber die höclistens zulässige Spannung k 
grösser, als die der Biegung des Stabes allein (ohne die gleichzeitige In- 
anspruchnahme auf Druck) entsprechende, d. h. 



sein muss , und nach Gleichung (290) im Gleichgewichtszustände des ge- 
bogenen Stabes 

^ 4 l' 
ist, Bo ist um eo melir: 

• EJ , e , . ^ «■ de .,41:!: 



lt>\ 
I der Thftt also S<if, 






' natie=;10, wen 



. B. bei kreisrörmigem Querschnitte (R 



also f^~e\, wenn — <100 ist, eine verhältnissmässige Stablänge, 

wie sie bei den praktischen Anwendnngen unter den vorausgesetzten Um- 
ständen in der That kaum je vorkommt. Bei den meisten anderen Quer- 
schnittsform cn und bei anderen Stützungsarten des Stabes ergiebt sich 
dieses Grenzverhältniss noch grösser. — 

Somit vermag auch die genaueste Analyse nicht zu hindern, dass die 
Theorie der Knickung insofern eine schwache Seite der praktischen Elastl- 
citätslehre ist, als man darauf verzichten muss, der allgemeinen Forderung 
(Nr. 26) entsprechend hier die Verhältnisse so zu wählen, dass die Maxi- 
malwerthe von a" und a" durch die Biegung des Stabes gegebenen Werthen 
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A* und h" gleich werden , weil dann eine äuaserat geringe Vergrösserung 
von P schon hinreichen würde, um (f und a" bis zur Gefahr der Zer- 
knickung zu steigern. Es bleibt nur übrig, die Verhältnisse so zu wählen, 
daea erst durch das »fache der gegebenen Kraft P die 
theoretische Möglichkeit irgend einer Biegung eintreten 
und damit die Gefahr der Zerknickung nahe rücken 
würde; die "Wahl des Sicherheifacoeffieienten n ist dabei der Willkür 
oder der Erfahrung anheimgegeben , indem er lediglich zufälligen oder 
einer rationellen Berücksichtigung sich entziehenden Umständen Rechnung 
zu tragen hat. 

117. — Wenn die Kraft P, die der Theorie zufolge die Biegung 
des Stabes ermöglichen würde , grösser ist , als die einfache Druckfestig- 
keit ^£^"ii', so ist zu schliessen, dass thatsächlich die Biegung und die 
Zerknickung in Folge derselben niciit eintreten könne, weil zuvor schon 
der Stab durch gleicliförmige Compression zerdrückt wäre. Der Grenze 
zwischen beiden Fällen, d.h. dem Uebergange von der einfachen 
Drttck- zur Zerk nick ungsfestigkeit entspricht ein gewisses Ver- 
hältnisa der LängQ zur Dicke des Stabes, das vom Material, von der Form 
des Querschnittes und von der StUtzungsart des Stabes abhängt, indem es 
bestimmt ist durch die Gleichung : 

worin für die unterschiedenen vier Stützungsarten beziehungsweise nach 
den Gleichungen (283), (284), (287) und (285): 

Ml = — - Jt^ 2,046nr* 4ji:* 



l woraus mit J=siFf* folgt: 
l \/~^ 



(291). 



Hiemach sollte die den Bruch des Stabes herbeiführende Belastung P, 
wenn unter übrigens unverändert bleibenden Umständen seine Länge l 
nach und nach grösser gewählt wird, bis zu dem durch Gleichung (291) 
bestimmten Grenzwerthe von l constant sein und dann erst plötzlich von 
l abhängig zu werden anfangen, nämlich bei weiter wachsender Länge 
stetig abnehmen. Durch die Erfahrung wird aber dieses Verhalten nicht 
bestätigt gefunden, zumeist wohl doshalb, weil in Folge der Unmöglichkeit, 
die Voraussetzungen der Knickungstheorie genau zu realisiren, die Gleicli- 
zeitigkeit dei Inanspruchnahme auf Druck- und auf fiiegungselasticität sich 
bei jeder Stablänge geltend macbt. Man findet, dass die Bruchbelastnng 

P beständig und steüg abnimmt, wenn das Längenverhältniss — r von Null 

an wächst, und entspricht es diesem Verhalten besser, sie für alle verh&lt- 
nissmäesigen Stablängen durch dieselbe Function auszudrücken, die so be- 
schaflen sein muss, dass ihr Werth immer kleiner, als E"F und als 
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tn -jj- ist, diesen Werthen aber sich als Grenzen nähert, ^enn -^ ohne 
Ende ab- resp. zunimmt. Die einfachste solche Fmidion ist: 

P= Vr '292). 

IC'F+m^ 

Je kleiner l ist, desto mehr verschwindet im Nenner der erste gegen den 

zweiten Summand und nähert sich P der Grenze K"F; je grösser l ist, 

desto mehr verschwindet der zweite gegen den ersten Summand und nähert 

EJ 

Mag auch diese Formel die Bruchbelastung 

im Allgemeinen zu klein ergeben, besonders wenn die Umstände wenig 

EJ 
von denen verschieden sind, fiir welche K" F^= l» -jt- ist, indem sie dann 

P nur =~K"F=—^ liefert, so hat das bei der Willkür in der 

Wahl dea SicherheitscoefScienten n kaum einen Nachtbeil , da dieser nur 
entsprechend kleiner genommen zu werden braucht, als es sonst nöthig wäre. 

Versuche über die Zerknickungsfestigkeit gerader Stäbe hat vorzugs- 
weise Hodgkineon angestellt und die Resultate derselben durch beson- 
dere empirische Formeln für verschiedene Querschnittsformen (Kreis, kreis- 
förmige Ringfläche, Quadrat), Materialien (Gusseisen, Schmiedeisen, Holz) 
und Stütüungsarten ausgedrückt. Auch die allgemeine empirische Formel 
(292) befindet sich in genügender TJebereinstimmung mit diesen Yersuchen, 

- mit dem theoretisch ermittelten Werthe von 

m die Bruchbelastung stets zu gross ergiebt. 

118- — Es handle sich z, B. um eine Schubstange mit kreis- 
förmigem Querschnitte, die bei der Länge l den Druck P von 
einem zum anderen der an den Enden von ihr umschlossenen Zapfen zu 
Übertragen liat , wie etwa die Koppel eines Scbubkurbelmechaniamus bei 
ihrer periodischen luanepmchnahme auf Druck. Soll ihre Dicke d so be- 
stimmt werden, dass sie voraussichtlich erst durch den Druck «P zerknickt 
werden würde, so kann nach Gleichung (292) gesetzt werden : 

PF.«'^ K"F. 10^ 



K''F+«'^ K"F+ 10 — 



und folgt daraus mit i" = — — 



64 ■ 

-A'+iw'"')- ■ ■ ■ ''"'>• 



.ibiGoogle 
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wonach unter übrigens gegebenen Umständen d* als Wurzel einer quadra- 
IJschen Gleichung zu berechnen ist. 

Setzt man insbesondere fiirSchmiedelsen, fiir das Millimeter 
als Längeneinheit und für fünffache Sicherheit gf^en ZerknickuDg: 

E= 20000 , Z" = 35 , n= 5 , 
BO wird: 

Ä* = 0,0005093 P(i» + 357 d*) . . . (294). 
Wird auf der rechten Seite dieser Gleichung für d der Mittelverth 
l 
— gesetzt, so ergiebt sich als erste Annäherung: 

d*=0,000964PZ'; daraus: 857d^=lU(/P 
und durch Einsetzung in Gleichung (294) als zweite Annäherung; 



d = 0,15'VFl(l+iiyP) .... (295). 



119. — Wenn die in voriger Nummer als prismatisch vorausgesetzte 
Schubstange durch die Kraft 



"■ - -r " "is 
zerdrückt wird, Bo erfolgt der Bruch im mittleren Querschnitte, Für den 
das auf Biegung wirkende Kraftmoment am grössten ist ; nach den Enden 
hin nimmt dieses Moment stetig ab, and vrürde in den Endquerschnittos 
selbst erat durch eine Kraft :^= £"i'' die Stange zerstört, nämlich einfach 
zerdrückt werden. Zu vollkommenerer Auenntzung der Widerstandsfähig- 
keit des Materials ist es anl«r diesen Umständen angemessen, den Durch- 
messer d=2r der Stange, wie übiicli, von d^ = 2rtj in der Mitte bis 
au einem gewissen Betrage d^::=2»'j an den Enden abnehmen za lassen. 
Wenn dann auch im Uebrigen das Gesetz der Abnahme von r mit der 
Entfernung x vom mittleren Querschnitte willkürlich angenommen werden 

dr 
mag, 80, dass, wie üblich, —^0 ist ftir 3:^0 und absolut genommen 

mit wachsendem x stetig zuninunt, so ist es doch von Interesse, das 

Verjüngungsverhältniss — ^:^--J. selbst möglichst so zu 

bestimmen, dass die Zerknickungsgefahr in der Mitte 
der Zerdrückungsgefahr an den Enden gleich ist Mit 

Bücksicht darauf, dass der theoretische Ausdruck ?r*-jy derZerknickimgs- 

kraft wesentlich auf der Voraussetzung einer prismatischen Körperform 

beruht, der Factor tt' folglich hier durch eine gewisse Function yi— ) 

des TeijüngnngBTerhfiltnisses wird eraetzt werden müssen , die für ~ = 1 
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den Werth re^ annimmt, wird jene Forderang ausgedrückt durch die 
Gleichung : 

^^^ = E"F, . . . (296), 

unter F^ und J^ die r = rg, unter Fi und uTj die »■ := r, entsprechenden 
Werthe von J" und J" verstanden. 

Zur Bestimmung der Function 9>{~^) werde mit RQcksicht auf das 

CoordinaUnsystem von Fig. 42 , worin AS = -r- die Hälfte der elastischen 
Linie und die x-Axe Tangente derselben in A sei, 

J = J^ (l— my)", a.\Bo r = roil—mify . (297) 
angenommen, unter m und n positive Constante verstanden. Es ist dann 

dr n . ^-1 dy 

dx " 4 ^ "' dx 



-V— zunehmen, so gilt dasselbe auch, wie verlangt wurde, von ( — ■;r-) i 
falls n ^ 4 gesetzt wird. Aus der Momentengleichung 

d»y_ P{3- y) ^ f(J-y) 

dx' EJ FJo(_l~my)'' 

P 1 — e 
folgt nun mit-py- = a*, 1 — my^B, also y = : 



1 d*B_ 
m dx* 



d^z jl—-m3- 



= '-"''=&)■ 



nach Gleichung (297), uiid daraas durch Integration nach vorausgegangener 

MultiplicatioD der Crleichung nüt 2 -=-(i3;^= 2rf5 und mitEücksicht darauf, 
dx 

dass fiir y^O aad -~^0 auch ——^0, aber s=l int, 



dx 



(£)=-/^" 



ds 



2„4 i I 1 I ° 1_1 

L (»— l)s»-> ^ (»~2)«»-" ^m — 1 o— 2J' 
D,ji,z,db,GoOgle 
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Torausgeaetzt dasB n weder = 1 aoch = 2 Ut. Wird deshalb die 
n&chsteinfache Annahme n = 3 gemacht , so folgt : 

(^) 

und daraus mit Rücksicht darauf, dasa g=l — my mit wachsendem i 
von 1 bis a abnimmt: 

1 — ede 



l'=^'''(-2? + 7 + f-0 = 7^[-«+^'-(^-«)''3 



dx= 



a }/—a-\-2g — (2—a)2' 



4- — — /^ mit Z=y—a-^2e~{2~a)s'. , 
2 aJ YZ 

Was die AusfÜlhnuig dieser Integration betrifft, so kann : 
bemerken, dass mit 

oder nach der schon in Nr. 115 citirten Integralformel (abgesehen 
einem constimten Summanden) : 

/dx 1 . 2cx — h 

, - .7-=^ = -7= arcsm . . ■ ■ ■. 
^a-^-hx — cx^ yc |/4ac-f-6» 

hier 1—7^ = - ( — yZ-\-— r^ : ^^ arcsin ,.. . — i 

J \/Z 2— a \ |/2— a /i— 4 0(2—0)/ 






ist, und somit 

. — l + 2a— «L 



«)■.'+- 



)// 2—0 L )/a_(i J 

Diese Gleichung drückt die Bedingung daflir aus, dass die Kralt P 
das Gleichgewicht bei irgend einer kleinen Biegung der Mittellinie erhalten 
könne; indem aber dann die Grösse dieser Biegung, nämlich d und Über- 
haupt die irgend einem x entsprechende Ordinate y unbestimmt bleibt, 
weif m ein ganz unbestimmt gebliebener CoeiScient ist, so muss wie früher 
geschlossen werden, dass jene Grösse von P auch schon genügt, um den 
Bruch durch Zerknickung herbeizuführen. Die theoretische Zerknickungs- 
kraft, 

/„ \ ITT pr 

= ff ( — 1 -j^ nach Gleichung (296) , ist also auch =: f{a) -j^ 

D,3?zedbyGOOg[e 
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alsoq>{^J=f(a) nät a = {^ . . . (299). 

Für ri = rQ, also ö^l, wird f{a)^7t*, wie es sein moaa. 

Hiernach kaon nim die der Aufgabe enteprecheode Gleichmig (296) 
Bach geschrieben werden: 

ji l* 1 _ 1 

f(a) EJ„ "•" K"F^ K"Fy 
and folgt daraas mit J^= F^ ~- = F^ ^- : 

Fl /■(») E \d,J 

..d™.A=(^)'=(i-) : 

(i)"=Ä^[a) -]««)■ ■■<-,. 
Für eine schmiedeiserne Schubstange ergiebt eich daraus 
z. R mit 

E 2000000 ' ,„„ 
^ = ^333- = ««« 
für a = i 0,9 0,8 0,7 0,6 0,6 0,4 

-- = 7,78 11,66 15,02 18,60 22,78 28,02 

4-=l 0,924 0,846 0,765 0,682 0,695 0,603 
und dundi Interpotadon : 

fer4-= 10 15 20 25 30 

4- = 0,88 0,77 0,65 0,55 0,47 
dp 

iBt dg anderweitig bestimmt, wird z. B. dieser grosste Durchmesser 
dem nach Nr. 1 18 zu berechnenden Werthe von d gleich oder nach 
Schätzung ein wenig grosser gesetzt, so findet man zu dem dadurch 

bestimmten Verhältnisse -=- nach obiger Zusammenstellung durch Inter- 
polation das Verjtingungsverhältnias -^ und somit ti,. 

Einfacher und zutreffender ist es indessen, den Durchmesser d, aus 
der Gleichung 
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nP=K"F^^ <k = y^S, . ■ ■ . (301) 

zu berechnen, unter n hier einen Sicherheitscoefficienten gegen Zerdrflckung 

verstanden, und dftnn dazn den Durchmesser d^ nüt Rücksicht auf die 

l da 

zusammengehörigen Werthe der Verhältnisse -r— und -~ , die sich ans 

obiger Rechnung filr die schmiedeiserne Schubstange wie folgt ergeben : 
a = 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 

-— = 8,42 13,66 19,63 27,13 38,29 65,71 



^<, 



1,307 1,466 1,681 1,9t 



und daraus durch Interpolation: 

-j- = 10 15 20 25 30 35 40 45 50 65 

•^ = 1,11 1,21 1,31 1,42 1,62 1,62 1,71 1,80 1,89 1,98 

dl ' ' 

d. l ' 

Die Differenzen dieser Werthe von -j^ und -5- smd einander so nahe 

d, d, 

proportional, dasa mit hinlänglicher Annäherung 

gesetzt werden kann. Werden dabei die Coefficienten a, h aus den 
Gleichungen 

0+106 = 1,11 und a+50J = l,89 
abgeleitet, so ergiebt sich 

rf„^ 0,915 t^ + 0,0195 i .... (302) 
als zureichende Näheningsformel, falls l zwischen den Grenzen 10 (^ und 
60^1 enthalfen ist. Dabei kann nach Gleichung (301) mit 

^— -, entsprechend «=5,24, und mit Ä" = 83Yfl 



d^=y —P Millim. 
gesetzt werden , falls P in Kgr. gegeben ist. 

120. — Die Kuppelstange eines schnell gehenden 
Enrbelmechanismua kann übrigens ansser durch die ihrer Unge 
nach zu übertragende äussere Krail P selir wesentlich noch durch die 
Trägheitskratt angestrengt vrerden, mit der die Stangenmasse der periodischen 
Aenderung ihres Bewegungszustandes Widerstand leistet, sowie auch, falls 
der Mechanismus als Kurbelschubgetriebe zur Verwendung kommt, d. h. 
wenn die Bewegung (wie z. B. bei Sägegattern) von der Kurbel ausgeht, 
ausserdem durch den Trägheits widerstand der mit dem geradlinig geführten 
Stangenende verbundenen hin und her gehenden Masse. Während dabei 
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letzterer nur den längs der Stange wirksunen Zng oder Dnic^ bennflnsst, 

wird sie dnrch ihre eigene träge Masse zagleich anf Biegung in Anspruch 

genommen , wie die folgende Betrachtang erkennen IsssL Ea sei (Fig. 43) 

j^ AB = a die Kurbel, BC=^b die Knppd- 

stange, diese Längen a, b Terstauden als Ent* 

femnngen der in den Funkten A, B, C der Figur 

ncli projicireaden Axen der betretenden Dreh- 

korpopaare, 

o der Tom oberen Todpunkte S^ ans gerechnete 
Drebungswinkel B^AS der Knrbd, 
y der Winkel AGB, 

V die als constant rorausgesetzte Geschwindig- 
keit des Punktes B, 

W die Geschwin^gkeit des Pnnktes C, also 

f* 

— die nach fi.^ gerichtete Beschleunigung Tonf, 

a 

-^ die nach AG gerichtete Beschlennigong von 




C (so dass ein n^atirer Werth von 
GA entspricht). 



At 



Die Bewegung der Stange kann als msanimengesetzt bebraclitet ■Yivtdxia 
ans Schiebung längs AG und Drehung um G- Ersterer entspricht die 

Beschleonigtug — =~ aller Paukte von BG im Sinne AG\ letzterer ent- 
sprechen für den Punkt B die BeBchleaniguDgen : 

— Stn a im Sinne BS normal zu AC, and 
a 

Aw . 



für einen in der Entfernung x von C liegenden Punkt X der Geraden 
BG folglich Beschleunigungen, die im Verhältnisse a;:6 kleiner sind, als 
jene ftir den Punkt B. Somit ist die normal zu BG gerichtete Beschleu- 
nignngscomponente dieses Punktes X 

dv3 . 



~smacosy~[—cosa—^)smy]- 



dt ■ 



und ergiebt sich daraus die an dieser Stelle die Stange pro Längeneinheit 
auf Biegung in Anspruch nehmende Normalkrafl p durch Uoltiplicatioa 

vF 
mit der Masse der Stangenlänge ^ 1, d. h. mit - — , anter g die Be- 
schleunigung der Schwere, y das specifische Gewicht, F den hier als con- 
stant vorausgesetzten Querschnitt der Stange verstanden. Nun ist (siehe : 
Graahof, tlieor. Maschinenlehre, Bd. II, § 40, Gl. 14 und 19) 

dw 

IT' 



a da \v / a ^ 
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bei Vernachlässigung der Glieder mit den liöheren Potenzen von X = -^, 
also 

p=- 1 Y^^^^^^y — Xcos2asiny) — (cosa — Xcos2a)siny L 

und indem 

sin y =: -j- sin a = X sin a, cosy= )/x — X^sin*a 
ist, ergiebt sich bei Vernachlässigung der Glieder mit X^: 

''=T^v(f-*'»^")*'' • • • »»'>• 

Dieser Ausdruck gilt für die Betregung des Eurbelzapfens B von £q bis 
Si^ ; f^ die Bewegung von B^ bis B^ , falls dann auch a vom unteren 
Todpnnkte B, aus gerechnet wird, ist — ^ iüir X zu setzen (Theoretische 
Mas'chineiiletire , Bd. II, § 40). Hier soll auch noch das Glied mit der 
ersten Potenz von X verüachläasigt , also einfach 

X . vF w* 

ffl = w -^ sm a mit w = 

6 g a 

gesetzt werden , wodurch seihst dann , wenn der echte Bruch X niclit sehr 
klein (nicht kleiner, als etwa \) ist, doch nur ein sehr kleiner Fel)ler 
begangen wird, weil, wie sich weiterhin zeigt, die grösste Anstrengung 
der Stange in solchen Lagen stattfindet, jur die der Winket a wenig von 
90* verschieden ist. 

Indem hiemach, p der Entfernung x von C propi^tional gesetzt wird, 
ergiebt sich der davon herrührende Druck anf die Verbindungsstelle bei C: 

0= — jpdx = — nh sin a 

und damit das Spannungsmoment eines Querschnittes in der Entfernung tf 
von O: 

M. = Cy — fpdx{ij — x) = {c — fpdx\y'\-fpxäx 

oder eines Qneiscbnittes in der Entlernnng x von (7; 

M= (C—fpdx\ x-^fpx dx 

= [\nbsma~:^n^si^a)x^\n^^sina 

1 ■,.( X x\ . 1 7F v^ ^, . 

mit ^ = — . Diesem Spannungsmomente entspricht die grösste Spannung 

oder Pressung beiderseits in der grössten Entfernung e von der Biegungs- 
axe des betreffenden Querschnittes: 

^ ■ DigtizBdbyGOOgle 
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o, = Jlfi = jlfj^ = -i-t^^(S-|')»»« . (304). 

Was den von der Trägheit herrührenden Zug oder Druck längs der 
Kuppelstange belrifil , so eind die beiden Fälle su unterscheiden , ob der 
Mechanismus als Schubkurbelgetriebe oder als Kurbel achubgetriebe zur 
Verwendung kommt, d. h. ob der Antrieb zur Bewegung vom Schieber 
C oder von der Kurbel Ä£ ausgeht Im ersten Falle, also bei dem 
Schubkurbelgetriebe (z. B< einer Locomotive , überhaupt einer 
schnell gehenden Dampfhiaschine) kommt für den Querschnitt X der 
Stange nur der Trägbeils widerstand des Stückes XB derselben in Betracht, 
auf welches allein die von C ausgebende , den Bewegungazustand ändernde 
Kraft durch diesen Querschnitt X hindurch zu übertragen ist, und zwar 
ist dieser Widerstand mit der hier zu Grunde liegenden Annäherung 

vFCb — x) dto vF(h — x) v* 

^=1 — i l__ = i — i — —L — cosa 

g dt 9 a 

zu setzen. Einem positiven Werthe desselben entspricht die entgegen- 
gesetzte Richtung, als für welche -^ positiv gesetzt wird, d. h. die 

Richtung CA resp. XB fiir die Bewegung des Kurbelzapfens von B^ 
nach Bi , dagegen die Richtung AC resp. BX fiir die Bewegung des 
Kurbelzapfens von B, nach Bq (wobei auch a von ABi aus gerechnet 
wird), so dass er die Stange im ersten Falle auf Zug, im zweiten auf 
Druck in Anspruch nimmt , ebenso wie die durch sie vom Schieber zur 
Kurbel zu übertragende äussere Krallt P. Hiernach ist die beiden Kräften 
zusammen im Querschnitte X entsprechende gleichförmig vertheilte speci- 
fische Spannung oder Pressung : 

<,, = ^ + ^^h(l-Dcos<, . . . (306), 

und indem sie sich mit der von der Biegung herrührenden gleichnamigen 
Maximalspanijüng a^ zu einer Resultanten = ihrer Summe (mit der 
ungleichnamigen zu einer solchen = ihrer Differenz) zusammensetzt, ist 
die grösste resultirende Spannung oder Pressung im Querschnitte X bei 
der dem Winkel a entsprechenden Stangenlage; 

a=a,+ „,= | + i^'i,[(l-|)o„„ + i-^(|_{.)si„<,](306). 

Indem hiemach a eine Function der unabhängig Variablen | und et 
ist, entspricht das Maximum von a den Gleichungen: 

= 0, also — cosa + 



und -^=0, also — sma-\--^-^(i-j-i*)cosa = oderf=l. 

Aus der ersten Gleichung folgt cofga=—-^(l — 3^*) 
und damit aus der zweiten; ' 

DigtizBdbyGOOgle 
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-i + (|-7l-)'(l+l')(i-s|')=o 

od» |(l+S(l-3{')=(6^)". 

Da die rechte Seite dieser Gleichung ein sehr kleiner Bruch ist, z, B. bei 

kreiaförmigem Querschnitt« der Stange (p^ — e^) und mit dem Mittel- 

werthe -v- = — : 
b 40 

(a^y^ (±±y-{i.y~ x 

\ ebJ \2 hJ ~\80/ "711' 
80 entsprechen ihr näheruugHweise die Wurzeln £=0 und |=r— jz^ Pnr 

^=0 wird cotga^—-2^:= einer hinlänglich grossen Zahl, um 
näheningBweise a^O, also nach Gleichung (306) 

F^ g a 
setzen zu können; für ^-=—^ ist cotga=(i, also' 0^=90" und somit 

dieser Werth ist der grössere , also 

maxff = ifc=-j; + 0,064-^-^«» . . . (307), 



Im Falle eines Kurbelschubgetriebea (z. B. zur Bewegung 
eines schnell gehenden Sägegatters dienend) wird die Stange im Qu^- 
Bchnitte X nicht nur dnrch den Trägheitswiderstand des Stfickes XO der- 
selben, sondern auch durch den einer bei C mit ihr verbundenen hin und 
her gehenden Masse auf Zng oder Druck in Anspruch genommen. Beträgt 
diese letztere das »»fache der Stangenmasse, so ist der fragliche Trägheits- 
widerstand mit der hier zu Grunde liegenden Annäherung 
/ vFh , yFx\ dw vFb , , ^v^ 
\ g ' g J dt g ^ ^^' a 

Einem positiven Werthe desselben entspricht wieder die entgegengesetzte 
Richtung , als Rir welche — j— positiv gesetzt wird , d. h. die Richtung 

CX fiir die Bewegung des Kurbelzapfens von Bp nach P^ , dagegen die 
Richtung XC für die Bewegung von B^ nach B^, so dass er die Stimge 
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im ersten Falle aaf Druck , im zweiten auf Zng - in Ansprach nimmt, 
ebenso wie die äaesere Kraft P. Die beiden Kräften zngammen ent- 
sprechende specifische Spannung oder Pressung im Querschnitte X ist also 

o, = ^ + i-j6(».+ e<»so . . . (308), 

ein Ausdrack, der vom vorigen (305) sich nur durch den an die Stelle 
von (1 — ^ getretenen Factor (ni.-|-^ unterscheidet. Mit dieser Aende- 
rung ergiebt sich analog der Gleichung (306) die Maximalspannnng im 
Querschnitte X für die betrefFende Stangenlage : 

o = ;^ + ii^6[(«. + D»»o + -i-^(ä-ä»)».«] . (309). 
Die dem Maximum von a entsprechenden Gleichungen —-^^0 

nnd -r— = sind hier, wenn zur Abktiizmig vorübergehend ~ -^ = c 

gesetzt wird, 

cosa + c(l — 3£*)sinß=0 und — (»»+ ^s*»a + c(§ — ^')coso = 0. 

Aus der ersten folgt cotga^c(S§* — 1) 

ond damit aus der zweiten: — (»t+D+C*(^^ — l')(3|* — 1) = 0. 

Sofern m viel < c* ist (z. B. bei kreisförmigem Querschnitte und mittleren 

DimensionBTerhältnissen der Stange viel < 711), sind die zwischen und 1 

liegenden Wmrzeln auch dieser Gleichung nur wenig von 0, —7=^ nnd 1 

j/3 
verschieden, und wird dann au<di hier dem mittleren dieser Wurzelwertlie 
das Maximum von a entsprechen. Setzt man deshtdb 

so ist ij ein hinlänglich kleiner Bruch, um 

ti 1 . 2 .. 1 , 

^ -T + i7f' ^ «'=173+' 

setzen zu können, wodurch jene höhere Gleichung für ^ in folgende 
lineare Gleichung fiir tj übergeht: 

Dadurch ist r/, dann auch 

cotgtt = c{HP—l) = -^CTj = 2VZcTj 
y 3 
1 2l/~3ct> 

yi-]-12e*7j^ yi + 12 c^tj* 

bestimmt, und ergiebt sich nach Gleichung (309): 

maxa = Ji=^=i-{--i J '- , '- 

■* ? « yi-i-12e'fj* 

D,= zB.byCOO<^[e 
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oder mit m-{- -r^-\-ij = — c^Tj nsch Gleicliuug (310): 

«=^?7H 7=~ OC , 

■F 31/3 » " yi + 12c'ti' 

P 1 )- e6' 



-F 9)/3 9 «f ' 

oder endlich, da nach Crleichnng (310) bei Temaclilässigung von 1 
gegen — c* 

I2cV=12-Ä(». + ^)'.36(5)=[9(»/3+l)g'i»., 

t=|+0,06l||'..j/l+[9(l,73»+l)£]' ■ (311), 

von Gleichung (307) nur durch die Wurzelgrösse als Factor des zweiten 
Gliedes auf der rechten Seite sich unterscheidend. — 

Ist M die Umdrehungszahl der Kurbel in einer Minute, so erhält 
durch die Substitution 

die dem Falle des Schubkurbelgetrlebes entsprechende Gleichung 
(307) die Form: 

Ä = 4 + M007-^^M> .... (312), 

insbesondere bei kreisförmigem Querschnitte mit e = -^ d) 
1 ^ 

it=-5 + 0,0056-^-^M8 (313) 

\ >^ = 

Im Falle des Eurbelschubgetriebes sind die zweiten Glieder 
dieser Ausdrücke (313) und (314) zu multipliciren mit 

J/l+[|(l,73»,+l)|]',op. f/l+[|(l,73«.+l)A]" (315). 

Durch die Vernachlässigung des Gliedes mit X in dem Ausdrucke 
(303) von p und analoger Glieder im weiteren Verlaufe obiger Rechnung 
■ ist die Anstrengung der Kuppelstange etwa« zu klein gefunden worden, 
weil diese Glieder , die für die Bewegung vom oberen zum unteren Tod- 
punkte die entgegengesetzten Vorzeichen wie für die Bewegung vom 

lyCoogle 
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unteren zum oberen Todpunkte haben , mit den dem Maximum von a eut- 
sprecßenden Vorzeichen zu nehmen gewesen wären. Ist deshalb die Stenge 
thateächlich nicht prismatisch , sondern in Üblicher Weise nach den Enden 
zu verjüngt, so ist es rathsam, für d und h in Gleichung (313) und 
(314) höchstens, in den Ausdrücken (315) aber wenigstens das Mittel 
der kleinsten und grossten Stangendicke einzusetzen. 

121. — Bei der Kuppelstange eines Parallelkurbel- 
getriebes von schnellem Gange (z. B. einer Kuppelstange für 
zwei Triebaxen einer Locomoüve) haben alle Punkte der Mittellinie dieselbe 

Beschleunigung ^ - — wie im vorigen Falle ihr Endpunkt S, so dass mit 

den in voriger Nummer gebrauchten Bezeichnungen hier 

vF V* . 

p = sma 

9 a 
unabhängig von x resp. | ist. Die daraus hervorgehende Anstrengung der 
Stange durcli Biegung ist am grossten in ihrem mittleren Querschnitte und 
für = 90", nämlich entsprechend dem Spannungsmomente 

Jlf= ~ph^ nach Gleichung (146), Nr. 61 : 
_, c 1 y w* eh^ 

Mit RückBicht auf den Zug oder Druck , der in jedem Querschnitte der 
Stange durch den längs ihrer Axe gerichteten Trägheitswiderstand des von 
diesem Querschnitte bis zur getriebenen Kurbel sich erstreckenden Stangen- 
stückes verursacht wird, findet zwar streng genommen die grösste resul- 
tirende Spannung in einem etwas ausserlialb der Mitte liegenden Quer- 
schnitte und bei einer etwas von o; = 90*' abweichenden Lage der Stange 
statt, wovon aber hier mit ähnlicher Annäherung abstrahirt werden kann, 
wie der Maximalwerth von a bei der Koppel des Schubkurbelgetriebea mit 

1=—;^ und 0:^=90" berechnet werden konnte. Indem aber fär«;^90'' 

die Beschleunigung im Sinne der Kuppelstange I = - — cosaj aucli hier 
wieder =0 ist," ergiebt sieh 

maxa = 7e = y-\~ — -^-^v* . . . (316), 

ein Ausdruck , dessen zweites Glied nahe doppolt so gross ist wie das des 
Ausdruckes (307) , wovon es sich nur durch den Zalilencoefficienten 
unterscheidet. — 

Uebrigens ist schliesslich darauf aufmerksam zu machen , dass die hier 
und in voriger Nummer angestellten Rechnungen auf der Voraussetzung 
beruhen, es sei der wechselnde Deformationszustand der 
Kuppelstange beständig dem Gleichgewichtszustände - 
unter demEinflusse der momentan einwirkenden Kräfte 
entsprecKend, einer Voraussetzung , die kelnenfalls streng , iudeaaea 

l;C,OOg\C 
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um so mehr zutreSend iat , je schneller die Deformation der Stange den 
periodischen Aenderungen der Trägheitskräfte zu folgen vermag, je kleiner 
also die Schwingungadauer der in einem solchen DeformationszuBtande dem 
Einflüsse fraglicher Kräfte entzogenen Stange in Vergleich mit der Periode 

der Stangenbewegung, d. h. der Daaer einer Kurbelumdrehung 

ist. Nun iat die Schfringungsdauer t der Querschwingungen der Stange, 
die 'rteaentlich grösser, als die der Längaschwingungen ist und deshalb 
am ehesten eine mit der Periode der Stangenbewegung vergleichbare Grosse 
annehmen könnte, unter den hier vorliegenden Umstanden (nach Ent- 
wickelungen , die nicht in der Aufgabe dieses Buches li^en) : 

unter E den Elaaticitätsmodul verstanden und bei Voraussetzung der ein- 
fachsten (ohne mittlere Schwingungaknoten stattfindenden) Schwingungen. 
Setzt man hierin 3^^981, femer beispielsweise fitr Schmiedeiaen und für 
einen rechteckigen Querschnitt: 

(/l2 



so wird 



alao selbst 



( =r 300 Centim. Stangenlänge nur ^ 0,0185 See, entsprechend 54 
Schwingungen in einer Secunde. 

Unter den praktisch vorkommenden Umatänden (m viel < 60 . 54) 
kann danach die Voraussetzung einer dem Gleichgewichtszustande stets 
entaprecJi enden Deformation der Stange zwar ab näheningaweise zutreffend 
gelten ; doch bleibt zu berücksichtigen , dasa die eintretenden Schwingungen 
die Anstrengung der Stange beeinflussen in einer Weise , deren nähere 
Untersuclmng mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden wäre , ohne 
Zweifel aber im Allgemeinen auf solche Weise , daas dadurch die Maximal- 
spannung bei ungünstigster Interferenz der betreffenden gleichzeitigen Ein- 
flüsse v^grössert wird. 

122. — Ab Beispiel der Inanspruchnahme emes geraden Stabes auf 
Knickung werde noch das (zu Ende von Nr. 102 erwähnte) Verhalten 
eines prismatischen Stabes bei glei ch förmi g er Er wär- 
mung besprochen, falls dabei die materiellen Endpunkte 
seiner Mittellinie eine unveränderliche Entfernung 
AB^^l haben, sei es dass diese Mittellinie bei A und B 

1) beliebige kleine Winkel mit der Geraden AB bilden kann, wie 
z. B. wenn der Stab hier um feste Zapfen mit paralleien Axen drehbar 
ist, oder 

2) von der Geraden AB berührt wird, wie bei mit Einklemmung 
verbundener Befestigung des Stabes. 

D,gt,ZBdbyGOO<^[e 
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Wenn der Stab von einer gewissen Temperatur an gerechnet, bei- der 
keine Spannung in ihm stattfindet , gleichförniig allmählich erwärmt wird, 
so ist damit zunächst keine Biegnng, sondern nur gleichförmige Pressnng 
verbunden = Eat pro Flächeneinheit jedes Querschnittes F, unter E den 
Elasdcitätemodul , ' a den linearen AusdehnungscoefScient und nnt^r t die 
Temperaturzunahme verstanden. Wä<Jist aber t über eine gewisse Grösse 
tj^ , so bi^t sich die Mitifillinie des Stabee in mit t wachseudem Grade, 
und zwar so, daas sie im Falle 1) dem Stücke JiB^ der durch Fig. 40 
in Nr. 113 dargestellten Curve, im Falle 2) dagegen dem Curvenstücke 
von Ä bis zum folgenden Berührungspunkte mit der x - Äse entspricht, 
dort also aus zweifacher, hier aus vierfacher Wiederholung des Curven- 
Stückes AS, Fig. 10, besteht mit der Gleichung: 

EJ' 

unter ö die Ordinate des Punktes B, unter J das Trägheitsmoment des 
Querschnittes für die Biegungsase und unter P den längs dem Stabe 
wirkenden äusseren Druck verstanden. Aus dieser Gleichung folgt 

-^ = adsin(ax), 

also das Bogenelement der Mittellinie nälierungsweise : 

und die Bogealänge AS, Fig. 40, deren Projection auf die a:-Aze 
rc 1 . 

71 i 1 1t TCl/.l , \ 

2o^2 4 2a\^4 / 

Hiernach ist die verhältnissmässige Verlängerung der Mittellinie in 
Folge ihrer Biegung iQr das betreffende Stabstück und also auch fiir den 
im ersten oder zweiten der unterschiedenen Fälle aus zwei resp. vier 

solchen Stücken bestehenden ganzen Stab = ~j-a^d*, und da dieselbe = 

dem üeberschnsse der diu-ch Erwärmung verursachten verhältnissmäasigen 
Ausdehnung über die durch den Druck JP verursachte verhältnissmässige 
Zusammendrückung sein muss , ergiebt sich die Gleichung ; 

a= —i/<,t—a'f. 



.ibiGoogle 



Gerade stabförmige EOrper. 189 

Wird 2^71 — gesetzt, um die beiden Fälle 1) und 2), denen dann 

beziehungsweise n^ 1 und » =7: 2 entspricht , gemeinschaftlieh zu nm- 

faasen, femer 

,S = »/'=»„i (317), 

ao erhält jener Ausdruck von d die Form : 

S=^Kyat — ß» (318), 

und ergiebt sich darans die grösste Durchbiegung in der Mitte des 
Stabes = n3. 

Ist e die griJsste Entfernung eines Querschnitlspunkt«s von der 
Biegungsaxe auf jeder Seite derselben , so ergiebt sich femer die grösste 
im Stabe vorhandene specifische Pressung k mit Rucksicht darauf, dass die 
Punkte Jß, Bt (Fig. 40), für welche if = d ist, Wendepunkte der 
elastischen Linie sind, entsprechend 

dass also die Spaunungsmomente der Querschnitte S und B^ = Null sind, 

oder nach Gleichung (318) und mit 

. :P=EJa^ = EFa^P = EFß* nach Gleichung (317): 



le = EFß^ 



= E\2ßjrV<^t-ß*+ß*'\ 



. (319), 

vorausgesetzt dass f^t^ ist , unter t^ die Temperaturerhöhung verstanden, 
bei der die Biegung des Stabes beginnt, und welche nach Gleichung (318) 
den Werth hat: 

ti = ^ (320). 

Hiermit kann der Gleichimg (319) auch die Form gegeben werden : 

oder mit A^^JGa^, = der grösaten specifiscfaen Pressung bei beginnender 
Biegung des Stabes: 



h J ' t. 



(321). 



Man erkennt daraus, wie wenig die Temperatur des Stabes über ^^ hinaus 
erhöht zu werden braucht, um /; bis zum mfachen von \ zu steigern, 
nämlich nur um 
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Insbesondere bei kreiBfSrmigemQuersclmitteC/';^ — el wttAk=2ki(m=2) 

für t—ti = —ti. 

Ist K. B. ein schmiedeieeraer Stab von kreiBtormigem Qaerschnitte, 
der an beiden Enden um Bolzen mit parallelen Äxen von unTerSnderlicher 
Entfernung drehbar ist, 50 mal so lang als dick (l=slO0e), nnd wird 

für Schmiedeiaen 

^=2000000, = 0,0000118 
gesetzt, Bo igt 

_ £_j^±__}_ fl_ £ ^ 

" ' l'^ 2 l ~ 200' ^ '^ l 200 ' 

der anfangs als sponnungslos voraDBgesetzte Stab beginnt deshalb sich za 
biegen, wenn er um 

i, = ^ = 20,9 Grad 

erwärmt wird , und ist dabei seine specifische Pressung : ij = Eot^ = 
Eß*= iäZ Kgr. pro Quadrateentua. Zu einer (höchstens etwa zulässigen) 
Verdoppelung dieser Anstrengung bedarf es aber nur einer weiteren 

Temperaturertiöhung um — — ^= 1,3 Grad. Wäre derselbe Stab an den 

£nden so befestigt, wie es der Fall unter 2) voraussetzt, so wären ^ 
und Äj vier mal bo gross wie Im vorigen Falle. Zu einer Biegung des 
Stabes dürlle es dann gar nicht kommen , wenn ]c = 2 . 493 nicht Über- 
schritten werden soll ; indessen wäre die zulässige Erwärmung , die im 
vorigen FaUe nur 20,9 + 1,8 = 22,2 Grad betrug, jetzt = 2 ■ 20,9 = 
41,8 Grad. 

G. ZosammengeEietzte Körper mit geraden stabfönnigen Bestiuidtlieileii, 

123. — Die gleichzeitige Inanspruchnahme eines geraden Stabes auf 
Zug oder Druck und auf Biegung kommt besonders häufig bei zusanunen- 
gesetzten Körpern vor, indem die stabförmigeu Bestandtlieile derselben an 
ihren Verbindungsstellen mit Kräften auf einander wirken , die mit gewissen 
Componenten längs den Stabazen gerichtet sind, event. zugleich (bei fester 
Verbindung) mit Kräftepaaren , deren biegende Wirkungen sich mit den 
von äusseren Kräften unmittelbar herrührenden combiniren können. Die 
Untersuchung des Spannungs- und Deformationszustandes eines solchen 
zusammengesetzton Körpers beruht darauf, dass die Spannungs- und 
Deformationszustände der einzelnen Theile an jeder Verbindungsstelle in 
einer von der Verbindungaart abhängigen Weise sich gegenseitig bedingen. 
Jedenfalls müssen die Zug- oder Druckkräfte, womit die verbundenen 
Theile nach den Richtungen ihrer Mittellinien auf die Verbindungsstelle 
wirken , zusammen mit einer hier etwa angr^enden äusseren Kraft im 
Gleichgewichte sein , und musa die Verriickung des Schnittpunktes der 
betreßenden Mittellinien nach Grösse und Kichtung dieselbe sein, mag er 
als Endpimkt der einen oder anderen dieser einzelnen deformirten Stab- 
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mUtellinien betrachtet werden. Bei nicht drehbarer (durch ein Dreh- 
korperpaar vermittelter), sondern fester Yerbiudung kommt dazu noch die 
weitere Bedingung , dass auch die Spannungsmomente , mit denen die 
einzelnen Stäbe an ihren Verbindungsstellen auf einander wirken , sieb 
Gleichgewicht halten miisBen , und dass ihre Mittellinien sieh unter 
unveränderlich gegebenen Winkeln daselbst schneiden. Speciellere An- 
leitung, zur Äusnihrung dieser Untersuchung kann nicht allgemein gegeben, 
sondern nur aus Beispielen geschöpft werden , deren einige in den folgenden 
Nummern enthalten sind. 

Nur die allgemeine Bemerkung mag vorausgeschickt werden , dass 
unter der hier stets zu <7runde liegenden Voraussetzung einer sehr geringen 
Verbiegung der Stäbe die relative Verriickung zweier materieller Funkte 
einer Stabmittellinie im Sinne einer Sehne dieser Mittellisie, insoweit sie 
durch die Biegung bedingt wird , ab sehr klein im Vergleich mit der 
relativen Verriickung dieser Punkte nach der dazu senkrechten Sichtung 
vernachlässigt werden kann , ebenso wie überhaupt der Unterschied der 
Bogenlänge und Sehnenlänge eines sehr flachen Bogens sehr klein im 
Vergleich mit der Pfeilhöhe desselben ist. Im Falle eines flachen Kreis- 
bogens z. B. , dessen Länge ^2 2, Sehnenlänge ^2s, Pffülhöhe = d, 
BadiuB = r und Mittelpunktswinkel :=2a ist, hat mau , ;^*'' 



l = r 


a, d = r{l—cosa) = ~ 


ra 


, also a = 


-4: 






s = rsma:=^r\a~ 


1 
6 


.*), 








1 . ! — » 


1 
3 


2 ä 
" 3 ! 






auch i 


n anderen Fällen dieser ZahleucoeiBcient 


-§-,.„, 


einen 


zu eraeteen, so bleibt doch — j- 


s 


on einerle 


Grrössenordnung 



FlJ. 44. 



l 

124. — Ein an beiden Enden auf Stützen ruhender 
smatischer Balken -AB, der eine gleichförmig anf 
ner ganzen Länge ^ 2a vertheilte ^ast zu tragen 
.,^!soll verstärkt werden durch Zugstangen AD und 
BD (Fig. 44), die (an Bolzen 
drehbar angreifend) seine Enden 
„ _ _^l Ä und S mit dem unteren 
j—f- ^ *] Ende einer anter die Mitte 
G des Balkens gesetzten 
achwebenden Stütze (7I> ver- 
binden. Ist 

E der Elosticitätsmodul , h die grSsste specifische Pressung des 
Balkens (im höchsten Punkte des Querschnittes bei C in der Entfernung 
e von der Biegungsaxe) , JF- sein Querschnitt, J=Ff^ das Tragheita- 
mom^t desselben in Beeiehong anf die Bi^nngsaxe, 
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El der Elaeticitfitsmodul, )tj die specifische Spannung, F^ der Quer- 
achnitt der Zagstangen, 

a der Winkel CAD=CBD, 
so sei, lehrend übrigens diese Grossen gegeben sind, der erforder- 
licKe Querschnitt Fi der Zugstangen zu bestimmen nnd 
ferner zu ermitteln, in welchem Yerhältniss e auf solche 
Weise die zulässige Belastung Q des Balkens grösser 
vird, als sie ohne die Zugstangen sein dürfte, nämlich als 

Ton einer tot der Belastung im System etwa schon vorhandenen Spannung 
BoU d^bei abgesehen, auch die kurze Stütze CD als absolut starr be- 
trachtet werden. 

Bezeichnet nun x die horizontale, positiv im Sinne AO gesetzte, 
tf die verticale , positiv nach oben gesetzte VerrUckung des Punktes A. 
gegen die Gerade CD , so ist mit Bficksicht auf die Deformation (Bi^;ung 
und Zusammendrückung) des Balkenstückes AG in Folge seiner gleich- 
förmigen Belastung = — Q, femer der bei A verücal aufwärts wirkenden 

Beacdonskrafl; := — Q der Stütze und der nach AD gerichteten Zugkraft 
=:\Fi der Stange AJ>: 



— EF "' 
da der Antheil, den die Biegung der Stobmittellinie AG an dieser Yer- 
rückung x hat, nach der Bemerkung zu Ende der vorigen Nummer zu 
vernachlässigen ist, und gemäss Gleichung (87), Nr. 50: 
3 1 , 



y=~ 



EJ Z EF ZP' 

Diesen Verröckungen x, y von A gegen GJ) entsprechend ist die Ver- 
längerung der Stange AJ)^=y sina — xcosa, und da dieselbe auch 

= -=; ist, epgiebt sich die Gleichung: 

woraus folgt: 

Ausserdem ist die specifische Kaximalpressung des zugleich auf 
Biegung und auf Druck in Anspruch genommenen Balkens : 
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.-[(i«-..^..»«)»-|«|]^-*-^" 



= (i0-«^»"")|^ + 



\FiC Osa 



alao 



ftJ'+4.j;(~s»«o~cos«) = -^(3^ . . (324). 
Aus (lieser letzten und aus Gleichung (323) folgt; 

|='+I5(p*"— ")■ ■ ■ <«^«. 

wonach eine Vergrösaerang tJer Tragföhigkeit des Balkens durch die Zug- 
stangen jedenfalls nur dann herbeigeführt werden kann, wenn 

^ ae 
ist. Durch Elimination von Q zwischen G-leichung (323) und (324) 
erhält man 2ur Berechnnng des der Aufgabe entsi^echenden Stangenquer- 
Schnittes Fi '^ie Gleichung : 

F,___ 1 ^^T"""'^"-^'^ -^:& 

F' . . 

vorausgesetzt, daas sieh hiemach für F^ ein positiver Werth ei^ebt, 
widrigenfalls die Aufgabe unter den gegebenen Umständen unlösbar wäre, 
insbesondere mit dem gegebenen Winkel a, der zwischen gewissen Grenzen 
liegen muss, um die verlangten Anstrengungen (7c und J^) des Balkens 
□nd der Zugstangen durch einen entsprechend gewählten Querschnitt der 
letzteren zu ermöglichen. 

Z. B. im Falle schmiedeiserner Zugstangen und eines 
Balkens von Holz mit rechteckigem Querschnitte von der 
Höhe h erhält man mit 

E== 120000, Ei = 

i=50, Ai=750,. aUoA~J 
\ 1 
F^^2 
F 3 cosa' 

"" /W— 60(^a — (301^a)»-f4 ' 

Da der Zähler von f(a) negativ oder positiv ist, jenachdem ^a< 0,072 
öder > 0,072, der Nenner dagegen positiv oder negativ, jenachdem tga<.0,X 
oder > 0,1 ist, so haben Zähler und Nenner nur dann gleiche Zeichen, 

Otiihaf, Blutlmilt nnd Feitigkelt, 
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also f{a) nnd somit Fy nur dann positir, d. h. die in der Aufgabe lie- 
gende Forderung nur dann erfüllbar, wenn tga zwischen 0,072 und 0,1 
liegt. Je grösser tg a zwischen diesen Grenzen gewählt wird, desto grösser 
sind Fl und Q; mau findet z. B. 

fiir^a = 0,08 0,09 

^i=M113F 0,0482 J" 
Q^2MQ,> 6,11^0. 



125. - 

t verbt 
■ Länge 



Ein rechteckij 
ndenen priB mi 



r Rahn 
s'che 



, bestehend ( 



[ Stäbe 

• Länge 2a 



Kräften 2Pang 
tungslinien den 



Rg. 4I>. 



ou gleichen und entgegengesetzten 
fen, deren zusammenfa llende Bich- 
ellinien der anderen Stäbe parallel 
Es soll die dftdnreh in beiden verursachte Maxim alspannung ge- 
funden werden, wenn der Querschnitt, das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf die Biegungsase, die beiderseits grösste Entferanng der letzteren von 
einem QuerschnittApunkte nnd der K^aticitätsmodnl 

für die ersteren Stäbe = 1^ Je E, 
\ für die anderen ^F-^ Jj. e^ £, 

gegeben Bind. — Die uisprüngUch rechteckige Mittel- 
linie des Rahmens bleibt symmetrisch in Beziehung 
auf die Richtungslinie OA der äusseren Kräfte 2F 
und eine dazu senkrechte Axe OA^ , während sie so 
deformirt wird, wie Fig. 45 andeutet, worin AS 
= a undj4,5^=ai die in B (in Folge der festen 
Verbindung daselbst) sich nach wie vor rechtwinkelig 
schneidenden Mittellinien je einer Stabhälile bedeuten. 
Bei S wirkt der Stab BA^ auf BA mit der nach 
AO gerichteten Kraft P und mit einem gewissen 
im Sinne A^OA drehenden Kraftmoraent M. Die 
Kraft P wflrde für sich allein der elastischen Linie 
AB in ihrem Endpunkte B eine Neigung gegen die 
Axe OA^ ertheilen, die nach Gleichung (87), 
-Nr. 50 

_ P a" 

^^'^ ~mY 

ist, während das Kraftmoment M, für sich allein den Stab AB nach 
einem im Sinne OA concaven Kreisbogen krümmend, dessen Radius q 
durch die Gleichung 

Q 
bestimmt ist, dadurch einen jenem entgegengesetzten Neigungswinkel bei B 
« Ma 

verursachen würde, so dass der resultirende Neigungswinkel a (Fig. 45) 
der Gleichung entspricht : 
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EJa = 



Mit derselben Kraft P und demselben Kraftmoment 3f , die der Stab 
A^B bei S auf den Stab Ali ausübt, wirkt dieser im umgekehrten Sinne 
auf jenen, und können ausserdem bei der Geringfügigkeit der Biegung des 
Stabes A^S, also der Kleinheit der Momente Ton P in Bezog auf die 
Biegangsazen seiner Querschnitte die Spannungsmomente der letzteren con- 
Btant = M gesetzt werden , entsprechend einer kreisförmigen elastischen 
I^üiie. Ist ßj ihr Badius, so ist i ? *■ - .- '•' i^- ^'^' 

a = — =- und M ^ ■■ ■ ■ , . 

wonach aus der Torigen Gleichung folgt: 

— iEJ'a^-\-E^J^a) = ^Pa* . . . (327). 

Im Stabe AB nimmt das Spannangsmoment absolut genommen von 
M " bei B stetig ab bis Null, und dann zu bis Pa — M bei A ; letzteres 
ist>J(f, also das grösste überhaupt, weil nach Gleichung (327) 

Pa>2M, nämlich > 2^^ 

ist. Somit igt die speciflsche Maximalapannung für die von den Kräften 
2P angegriffenen Stäbe: 



, /„ EiJA e {, 1 E^J^a \^ e 



und für die anderen : 

_P £.J, «._/! 1 E,e,a' \ 

Insbesondere iüt einen quadratischen, aas vier gleiclien 
Stäben gebildeten Rahmen wäre mit ■ 

0,=», Fi=F, Ji=J, «, = !!, Ei=E 
, 3 _ ^ 3 aeP 1 

Wirken die Kräfte 2P im umgekehrten Sinne, so dass sie den 
Rahmen nicht ausdehnen, wie Fig. 45 andeutet, sondern zusammendrücken, 
so gelten dieselben Formeln, indem nur alle Spannungen engeren Sinnes 
zu ebenso grossen Pressungen werden, and umgekehrt 

126. — Wenn der letztgenannte ans vier gleichen Stäben 
gebildete quadratische Rahmen von d en entgegenges etzt 
gerichteten Kräften 2P in zwei gegenüber liegenden 
Ecken angegriffen wird, ao wird jeder Stab so gebogen, dass, wie 
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Fig. 46 zeigt, die Tsogenteii in den fjidpimkten Beiner Mittellinie 

Bü^2a parallel imd onter 45" gegen die RiehtBngslmie von 2P ge- 

Pi^ nrigt bleiben. Die KraA P, die anf den betra^teten 

Stab BC von dem damit bei C feat verbundenen ane- 

P 
geäbt wird, kann in xwei Componenten =—^=r- zerlegt 

werden, von denen die eine den Stab anf Zog , die an- 
dere aaf Biegung in Ansprach ninunt; «aseerdein wirkt 
hier anf Bi^nng und zwar ia entg^engeaetztem Sinne 
ein Kraftnioment M, dessen Grösse dadTircfa bestimmt 
ist , dass die von ihm herrührende Neigung der elaeti- 
sdien Lüde BC bei C gegen ihre Tangente bei B der 
dnrch Jene Kraft verursachten entgegengesetzt gleich, dass 
also (siehe den Ausdruck von a in voriger Ifummer) 

-3--=(2a)*=Jtf.2o ist, woraus 3f=-= 

folgt. Von C his B nimmt das Spanuungsmoment von M bis Null ab 
und dann wieder bis 




|/2 V2 

zu. Somit ist die specifische Maximalspannung (mit den in ^ 
gebrauchten Bezeichnungen) : 

, _^2, , Pö J__J^/ OflN P 

Sie ist der durch Gleichung (330) besttnunten Spaniumg k gleich 
(SV2 ,\ae_ ae 
V 4 )f~'' f 

ist, z. B. bei rechteckigem Quergclmitte mit f = -^e' für — = 6,5 



M 



= 16,5 



(331). 



bei kreisförmigem „ 

Jenachdem ■ — kleiner oder grösser ist, wird d 

bei der in voriger Nummer besprochenen Angrifia 
stärker angestrengt. 



r = ^e' fär -1 = 4,1. 



Rahmen bei der hier oder 
der äusseren Kräfte 



127. — Die grösste Anstrengung, welche die Speichen 
eines belasteten Wagenrades erleiden, sei unter der Voraus- 
setzung zu berechnen , dass Kranz 'und Nabe starre Hinge , die Speichen 
aber prismatische elastische Stäbe und mit jenen der Art fest verbunden 
sind, dass, wenn durch die Belastung P der Mittelpunkt ?/' der Nabe 
(Fig. 47) um die kleine Strecke KN=x aus dem Mittelpunkte .ff des 
Kranzes herausrückt , und somit die unteren Speichen zusammengedruckt, 
die oberen ausgedälmt werden , hierbei zugleich alle so gebogen werden^ 
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am anileren 
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das8 sie am einen Ende nonnal (radial) gegen den Eranz, 

normal gegen die Nabe gerichtet bleiben. 

Die Zahl der Speichen aei^:^ 2», ihre 
Länge = S , während die Buchetaben F, 
J = Ff^, e und JE in Bezug auf sie die 
bekannten (z. B. in Nr. 125 angeführten) 
Bedeutungen haben. Für irgend eine Speiche 
mit der Mittellinie AS (Fig. 47) in sol- 
cher Lage , in der eie den Winkel ^ mit 
dem verticalen Durohmeaser des Bades (der 
Bichtungslinie der belastenden Kraft P) 
bildet, sei p der zu ihrer Deformation Ter- 
wendete Theil von P mit den Component«n 
Pi und p^ beziehungsweise in radialer und 
dazu senkrechter Biclitung. Von p^ wird 
sie zusammengedrückt nm einen Betrag = 
xcosip, von j>j gebogen, und zwar verhält 

sie sich in letzterer Hinsicht wie die Hälfte eines beiderseits eingeklemmten 

Stabes von der Länge 2s, den die in der Mitte angreÜeade Kraft 2pt um 

xsinip daselbst durchbiegt. Somit ist J)'^ 'ff-^- /'_j 

* j ■ - 
und nach Gleichung (115), Nr. 57: "^ = ; ' ii; ■ ji, -■ ^' i ^ 
2pi (2sy Pt 




EJ 4.48 .Eyi2' 
p==p^cosff■^piSilt^ = EF— 



p, = 12EF~~- 



n ■ 



-12 



^sm>) 



P=2EF^(s 



Die Summe dieser Einzelkräfte p für alle 2n Speichen zusammen muss 
= P sein, also 

falls hier die Summenzeichen auf die Hälfte des Rades , somit auf n auf 
einander folgende Speichen bezogen werden. Ist also g>^ der Werth von 
w für die der ersten dieser n Speichen benachbarte der anderen Badhälfle, 
so ist mit Rücksicht auf die Gleichungen 

l-i-cosig) . 1 — cos2g) 



2 2 „ti \^' n/ 2' 
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weil 2 C0S\2^^ -{-m — j die algebraische Summe der Frojecdonen der 

enlingen = 1 mes regnlärea n-Edu anf 
Polygonseiten den Winkel 2 (jpg bUdet, and 
he algebraische Projectionssumme der Seiten 
S. Obige Gleichnag fQr P geht also über 

P^n^J"— (l + I2O nnd giebt x^ 



Seitenlängen = 1 mes regnlärea n-Edu anf «ne Gerade, die mit einer 
der Polygonseiten den Winkel 2 (jpg bUdet, and somit =^ Nnll ist wie jede 
lolche algebraische Projectionssumme der Seiten eines geschlossenen Poly- 
gons. Obige Gleichnag fQr P geht also über in: 

Ps 



n£F\ 



0+-S) 



Indem nan die Maximalspannong der Spüchen im Qaerschnitte bei 
A oder bei S, woselbst das Spannangsinoment am grössten, nämlich nach 
Gleichnng (115) 

2p.. 2s 1 

ist, den Ansdruck hat: ff = ^ + — fts^ 

oder mit Rücksicht auf obige Änsdrücke yon p^ imd j^ : 

a^=E — (cos 9p + 6 — «myj, 
ei^ebt sich durch Einsetzen des Ansdmckes von x: 

und es bleibt nur noch Übrig, liier f& q) den Werth za setzen, wodurch 
diese Spatmnng am grössten wird. Setzt man aber 6 — ^tgß, so ist 

lllr (pi^ß, also tgfp = Q — . Das fragliche Maximum von a ist also: 



ipj/TTa 



oder mit p^'ae^ und mit 2e=:a= der Speichendicke: 



.^+»^ 
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Dabei ist für einen rechteckigen Qnerechnitt a=^—, fiir einen elliptischei 
a i^ — , und man findet z. B, 

fär— = 0,04 0,08 0,12 0,16 
1 , 



1,022 I,0i8 



1,023 1,051 l,Oi 



Diese Änstrengnng der Speichen, die sich etwas mehr als doppelt so 
gross ergicht, wie sie sein würde, wenn die Kraft P sich als Zug- oder 
Druckkraft gleichmässig auf alle 2n Speichen vertheilte, ist natürlich nur 
als eine erete Annäherung za betrachten. Eine zweite müBste die Defor- 
mation des Radkranzes berücksichtigen, wenn auch die Nabe ohne weaentr 
liehen Fehler als ein starrer Körper nach wie vor gelten kann. Auch 
pflegen die einzelnen Beatandtheile des Kades schon unabhängig von P 
eine von seiner Herstellnngsweise abhängende Anfangs apannnng zn haben, 
die z. B. ftir ein Locomotivrad als Wirkung des warm aufgezogenen Bad- 
reifens nach Nr. 32 zu beortheiten ist. 



n. Comblnatlon tod Zng- oder Druck- and ScIiaftelastlcltSt. 

128. ■ — Ein Beispiel dieses Falles, der übrigens von weniger all- 
gemeinem Vorkommen als der vorige ist, gewährt das Verhalten der Niete 
zur Verbindung von Blechen, überhaupt von platten- 
förmigen Körpern unter der Einwirkung von Kräften, 
welclie diese Körper längs einander zu verschieben 
streben. Bei dem gewöhnlichen Verfahren der warmen Nietung, wobei 
das Niet rothglühend durch die sich entsprechenden Nietlöcher getrieben 
und aus dem vorstehenden Theile des Schaftes der Schliesskopf durch 
Hämmern gebildet wird , ist es nämlich nicht die auf das Niet wirkende 
Schubkraft allein, die seine Spannung bei der fertigen und belasteten Con- 
stniction bedingt; zum Theil ist diese Spannung eine durch die Zusammen- 
ziehung des erkaltenden Nietes verursachte Normalspaunung nach seiner 
Azricbtong, die folgendermaassen ausgedrückt werden kann. Es sei 

t die Erwärmung des Niefes, ^ die der Bleehtheile rings um das 
Niet herum, insoweit sie innerhalb der durch die Ränder der beiden Niet- 
köpfe gehenden Cylinderfläche enthalten sind , beide Temperaturen bezogen 
auf den Zustand, in welchem das Niet so eben fertig gebildet wurde, und 
gerechnet von der gewöhnlichen Lufttemperatur aus (von der mittleren 
Temperatur des wieder erkalteten Grebildes), 

a der lineare AugdehnungscoefGcient des Nietes, a^ der des Bleches, 

a die Länge des Nietschaftea ^ der Summe von Blechdicken zwischen 
den Nietköpfen nach der Erkaltung, • 

€ in diesem Zustande (nach der Erkaltung) die specifische Dehnung 
des Nietes, Cj die specifische Zosammendrückung des Bleches. 
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Dann iet die Gleichung, welche ausdrückt, dass anch im warmen Zugtande 
unmittelbar nach der Herstellung d^s Schliesskopfes die Länge des Niet- 
schaftes tmd die Blechdicke zwischen den Nietköpfen einander gleich waren : 

<.(l + (.(-«)=>f(l+<.,(,+e,) 
und folgt daraas: £-\-£^=at — a^ti. 

Ist femer E der Elasticitätsmodul , F der Querschnitt des NietschaA«B, 
E^ der Elaaticitätsmodul des Bleches und F^ der Querschnitt des Hohl- 
cylinders zwischen der Oberfläche dos Nietechaftes und der dnrch die 
Bänder der Nietköpfe gehenden Cjlinderfiäche , so ist die Grleichung, 
welche aosdrtickt, dass die Spannung im Querschnitte F des Nietechaftes 
der Fressung des Bleches im Querschnitte F^ gleich ist: 

Streng genommen findet freilich diese Gleichheit nicht statt, ist vielmehr 
die Spannung EFs = der Pressung £,f\e, plus einer gewissen nach 
der Nietaxe gerichteten Schubspannung in jener durch die Bänder der 
Nietköpfe gehenden Cylinderfläche, wodurch die Pressung auch auf einen 
ausserhalb dieser Cflinderfläche liegenden Theil der Blechmasse übertragen 
wird, ein Umstand, der indessen dadurch berücksichtigt werden mag, dass 
Fj^ nach Schätzung etwas grösser, als der obigen Definition entsprechend, 

angenommen wird. Aus den Gleichungen fiir c-^-c, und — folgt nun: 
^'■^^ , («f-CiO ■ • ■ (333). 



i:f+ E^F^ *• 

Dadurch ist auch (T^£e^ der axialen Bpecifischen Normaigpannung 
des Nietschaftes bestimmt. Was seine Schubspannung betrifft, so ist vor 
Allem zu berücksichtigen , dass dieselbe nicht durch die ganze Kraft P 
verursacht wird, die das eine gegen das andere Blech zu verschieben strebt, 
dass vielmehr ein Theil dieser Kraft durch die Beibung aufgehoben wird, 
die zwischen den Blechen, dem Drucke E^F^b^ ^^ EF£:= Fa ent- 
sprechend, stattfindet. Ist also fi der betreffende BeibungscoefGcient , so 
ist nach Gleichung (206), Nr. 84, die grösste Schuhspanuung im kreiS' 
förmigen Nietquerschnitte; 

_ 4 P—fiFa_ 4 /P 



-TiT-"')- ■ ■ "^« 



3 F 

und somit nach Gleichung (68), Nr. 24, der aus a und t resultirende 
grösste Absolutwerth des Productea einer Dehnung und des Elasticitäte- 
modul : 

, »t— 1 , »»+11/ = , 64/P \» ,„q--, 

2t» ' 2m r * 9 \F '^ / 

worin der etwas schwankende Werth des Coeffidenten m im Durchschnitt 



m+2_ 
2*» 
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gesetzt werden kann. Natürlich setzen die Gleichungen (33i) und (335) 
voraus, dass P';>fiFa istj widrigeafaÜB t = und h = a wäre, Änch 
setzen sie voraas, dass das Niet nur in einem Querschnitte auf Ab- 
scheening in Anspruch genommen wird ; vertlieilte sich die Schubkraft P 
unter zwei Querschnitte desselben Nietbokens, wie bei einet doppelten 
Bandvemietnng (stumpf an den Bändern zusammengeetoesene Bleche mit 
zwei die Stossfuge von beiden Seiten überdeckenden Blechbändem) , so 

wäre — J* für jP zu setzen. 

Was die Nonuatspannung a = EE betriSl, so ist sie freilich aus 
Gleichung (333) nicht mit einiger Zuverlässigkeit zu berechnen wegen 
der Unsicherheit der filr ^, , t und t^ anzunehmenden Werthe ; zu einer 
mehr zutreffenden Beurtheilung dieser Spannung können nur Yersuche 
dienen. Bei solchen, die in England bei Gelegenheit des Baues der 
Britcmnia - Brücke , und bei anderen, die später in Frankreich angestellt 
wurden, hatte man nach Art der doppelten Bandvemietnng zwei Blech- 
streifen mittele zweier die StossfUge von beiden Seiten überdeckender Stoss- 
platten durch zwei Niete so zusammengenietet , dass die Nietbolzen in den 
gestossenen Blechplattea Spieh'aum hatten , und fand dann die Zugkraft, 
die das Gleiten der letzteren zwischen den sie einklemmenden Stossplatten 
bewirkte, = 1000 bis liOO Egr. pro- Quadratcentimeter des Nietquer- 
schttittes, im Mittel also /i(T^=6Ö0 Kgr. pro Quadratcentim. mit Rück- 
sicht darauf, daas hier die Reibung in zwei Flächen stattfand. Mit /^= 0,4 
würde daraus a^^ 1500 Kgr. folgen, und sofern diese schon an und für 
sich ungewöhnlich grosse Spannung eine weitere Steigerui^ gemäss 
Gleichung (336) nicht gestattet, müsste 

P P 

-=;<i[ta oder J'> - ■■■- Quadratcentim. 

sein. Setzt man in Gleichung (333) 

a^=a, E^ = E, J', = yj; ■ 

so folgt a = Ee = ~Ea{t — ii) 

und mit ^=2OOo'0OO, « = 0,00o'oi2 itir Schmiedeisen: 

ff=15(^ — ^), 
woraus mit o^ 1500 folgen würde: t — ^^ 100** Temperaturdifferenz 
des Nietbolzens und der ihn umgebenden Blechtheile unmittelbar nach 
Herstellung des Schliesskopfes. — 

Bei der Unsicherheit der Annahmen, von denen nach vorstehenden 
Äuseinandersetaungen die theoredsche Untersuchung der Anstrengung eines 
Nietbolzens ausgehen muss , ist es vorzuziehen , die Widerstandsfähigkeit 
einer Nietverbindung auf Grund von Versuchen zu beurtheilen, bei denen 
die Belastung bis zum Bruche gestagert wird. Solche Versuche, wie sie 
U.A. besonders von W. Fairbairn angestellt wurden, haben ergeben, 
doss, damit der Bruch einer einfachen Nietung mit gleicher Wahrscheinlich- 
keit dijrch die Ab&cheerung der Niete wie durch das Reissen des Bleches 
herbeigeführt werde, die Niete zusammen ungeiahr denselben Qaerechoitt 
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haben inttsBeii wie das zwischen den Nietlöcbem übrJg gebliebene Blech. 
Bei der Berechnung und Anordnung einer YemietuDg kann hiernach so 
verfahren werden, als ob die ganze auf relative Yerechiebung der rei- 
nieteten Bleche hinwirkende Eiaft eine in den Nietquerach nitten gleich- 
föimig vertheUte Schubspannong herrorriefe, die in Folge entsprechender 
Wahl der Verhältnisse ^ der im Bleche selbst hervoigerufenen grosaten 
Nonnalspannnng s^n soll. Diese dadurch allein noch nicht bestimmte 
Wahl der verhältnissmässigen Werthe von Blechdicke, Durchmesser der 
Kietbolzen und Entfemnng der Nietlöcher von einander ist ausserdem von 
der Bücksicht auf möglichst geringe Schwächung des Bleches abhängig zu 
machen sowie auf den Druck zwischen den Nietbolzen und ihren halb- 
Gjflindrisclien Stützflächen in den Nietlöchem, welcher Druck eine gewisse 
öfahrongEmassig höchstens zulässige Grenze nicht überschreiten darf, wie 
es, angezeigt durch anfgeworfene Bänder an den Nietlöchern, der Fall 
sein kann, auch ohne dass die übrigen Theüe der VeTnietung schon bis 
zum Maximum ihrer zulässigen Spannung angestrengt sind. 



in. Comblnatlon von Zog- oder Dmck- and Drehnngs- 
elastlcittt. 

129. — Ist P die nach der Äxiichtung eines ans isotropem Materiale 
bestehenden geraden Stabes ziehend oder drückend wirkende äussere Kraft, 
M das auf Verdrehung um die Axe wirkende Eraftmoment, so verursacht 
P eine gleichförmig in jedem Querschnitte vertheilte Spannung a, M aber 
eine Schuhspatinung t, die in einem gewissen Punkte des Umfanges am 
grössten ist , und in diesem letzteren Punkte jedea Querschnittes findet 
deshalb auch der nach Gleichung (58) zu berechnende grösste Absoluln 
werth k von £!e statt. 

Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit dem Badins r, 
so Ist: 

P 2M 

a = — ;, max't=i-~—i nach Gleichung (230), 

^ ISO. — Wenn z.B. durch eine Pressschraube, deren äusserer, 
mittlerer und innerer Gewindehalbmesser beziehungsweise z= ri, r und r^ 
sei, der Druck P ausgeübt werden soll, und M das Kraftmoment ist, mit 
'weichem zu dem Ende die Schraube gedreht werden muss, so ist nach 
Gleichung (336), worin für r der Halbmesser r^ des Schraubenkemes bu 

setzen ist , mit m^-^: 

Von dem Moment M wird ein Theil durch die Reibung zwischen 
der Schraube und der Pressplatte, überhaupt dem von der Schraube an 



,(o,,.+o,e5|/.+.e(i)'(^)') 

Reibm 
der I 
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ihrem Ende gepreseten nud au der Drehung nicht Theil nehmenden Körper 
im Gleichgewichte gelialten , so dags , wemi diese Reibnng in einer Kreis- 
fläche vom Badios r, entsprechend dem Beibungscoefflcienten ft' stattfindet, 
f(ir das Gleichgewicht mit dem Drucke P und der Reibung im Mutter- 
gewinde ias Kraftmoment 

übrig bleibt, dessen auf den mittleren Halbmesser r reducirte Kraft P* 
bei YoraoBsetzung einer Schraube mit flachem Gewinde (rechteckigem 
Gewindequerschnitte) nach den besetzen der schiefen Ebene bestimmt ist 
durch die Gleichung: 

P' cosa = Fsina-\- n(P' sma-^- Pcosa), 
unter fi den CollScienten der Reibung im Muttergewinde und imter a den 
mittleren Steigungswinkel , d. h. den Winkel verstanden , unter welchem 
die Durchschuittslinie der Schraubenflache mit der ooaxialen Cylinderfläche 
zum Radius r gegen eine zur Scbraubenaxe senkrechte Ebene geneigt ist. 
Hieraus folgt mit (i^=tg^: 

F' ^ sma + fima ^ fe/a + fgg ^fjfa 1 q\ 
P cosa — fisma l — tgatgii ^^ ^^'' 
also das in Gleichung (337) voibonmieDde Vethältniss 

Hat insbesondere die Schraube ein einfaches Gewinde qua- 
dratischen Querschnittes, so ist die Steigung = 2(ri — r^) und 

tga = — i — , 

Wird dann beispielsweise angenommen: 

^ = ^' = 0,1 und f,;r:r,= 6:7:8, 

80 findet man: ai=5"12', fl=6»43', -=- = 0,250 
V 'Fr 

^(0,35 + 0,651/ 1 + 1^ ) = 1,3B^ — j 

Ist h gegeben, so ist der nöthige äussere Durchmesser d, der Schraube; 



h= ^( 0,35 + 0,651/ 1 + =|) = 1,3B^ — j. 

ben, so ist der nöthige äussere Durchmesser d, der 

lY. Comblnation Ton BlegoBgs- und Schu1>elft8tlcltSt. 

131- — Für irgend einen Querschnitt des Stabes sei M das auf 
Biegung wirkende Kraftmoment, P, die Schubkraft; die Ebene von M 
theile den Querschnitt in zwei symmetrische Hälften, und der Schnitt 
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(die SymmetrieRxe) eei die Richtuogslinie von M. Die Biegungsaxo ist 
dann senkrecht zu diesem Schnitte, und wenn 

J das Trägheitamoment des Querschnittes in Bezug auf die Biegungsaxe, 

y die Breite im Abstände e von der letzteren, 

(f den Neiguttgstrinkel der Tangenten des Querschnittgumfanges in 
den Endpunkten der Breitenlinie y gegen die BJchtungslinie von R, 

e den Mazimalwerth von e, 

dF^ydz einen der Biegungsaxe parallelen Flächenstreifen 
bedeutet, so ist in allen Punkten der Breitenlinie y die Normalspannnng : 
Ms 

während die Schubspannung in ihren Endpunkten am grössten , nämlich : 

1 = ^^^ fgdFa&ch Gleichung (201) 

ist, in denselben Punkten folglich nach Gleichung (58) das Froduct von 
Elasticitätsmodul und gröaeter Dehnung bei Voraussetzung isotroper Be- 
schaffenheit des Stabes: 

£. = ^(^, + ^K<-+(t^/.^'^') (339). 
J \ 2m ' 2m ' \Mycosg>: / / 

Der dem Maximum dieses Ausdruckes entsprechende Wolrh von e ist 
von der Querschnittsform und von der Beziehung zwischen M, R und der 
die Grösse des Querschnittes bei gegebener Form bestimmenden Dimension 
desselben abhängig. 

132. — Der Querschnitt sei z. B. ein Rechteck = Je, die 
Schubkraft R parallel den Seiten c , das Biegungsmoment M == Ba. In 
dem Ausdrucke (339) ist dann zu setzen: 

und ergiebt sich für die Entfernung ^ = a — von der Biegungsaxe : 



QM /m—1 , j»+lj/ 1 c» \ 

z. B. mit m = i: 

Die Art und Weise, wie sich f(a) mit a ändert und wie dieses 
Aenderungsgesetz durch den Werth des Verhältnisses — bedingt wird, 
macht die folgende tabellarische Zusammenstellung anschaulich. 
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o 1 


a 1 


a 1 


a 6 


o 3 


a 1 


















c 16 


c ~ 8 


e~ i 


c ~16 


c 8 


c ~ 2 




rt«) 


/■(") 


fi') 


/■(«) 


/■(«) 


ff») 





40 


20 


10 


8 


6,667 


6 


0,1 


39,903 


20,106 


10,213 


8,236 


6,919 


6,275 


0,2 




19,813 


10,262 


8,346 


7,078 


6,603 


0,3 






10,123 


8,333 


7,149 


6,691 


0,4 


&5 


9,836 


8,211 


7,146 


6,862 


0,6 


it 


9,406 


8 


7,090 


6,007 


0,6 


8,868 


7,734 


7,016 


6,186 


0,7 


t-> 


8,285 


7,476 


6,979 


6,430 


0,8 


r 




7,781 


7,329 


7,065 


6,786 


0,9 




8,690 


7,586 


7,450 


7,375 


7,299 


1 


8 


8 


8 


8 


8 


8 



/•(0)=/"{0,5)==/"(l) = 8, und liegt 
n, zwischen f{0,6) und /"(!) ein 



Hiernach ist für — 

zwischen /"(O) und {(0,5) ein Mw 
Hinimnm von f{a). 

Für grössere Werthe von — bleiben zwar das Maximnm und daa 

Minimum zunächst noch bestehen, allein sehr bald, z. B. eclion für 

— 3s — wird das Maximum kleiner, als der unveränderliche Grenzwerth 
C 8 

f(l)^S. Wird — npch gröBSer, so findet, z. B. schon fiir — ^ — , 

beständige Zunahme statt von /'(O) bis f{l)- 

Wird — <^ — , so wird zunächst das Maximum verhältnisemässig 
C 16 
weniger von /"{O), daa Miaimnm verhältnissmässig weniger von f(l) ver- 
schieden; abbald bei weiterer Abnahme von — föllt znnäehst das Minimum 



fort, z. B. schon für ~ = — , später auch das Maximum, z. B. schon 

fär — =^ — , bei welchem wie bei jedem noch kleineren Verhältnisse — 
16 c 

eine beständige Abnahme von f(0) bis /*(!) stattfindet. 

TJebrigens ist das etwa noch vorhandene Maximum von f{a) tHr 
— > — stets nur so wenig > f(l) und für — "C r^ *'*'* '^'"^ ^ wenig 
> /"(O) , dass es mit meistehs unerheblichem Fehler dort ^ /"(l) , hier 
"^ /"(O) gesetzt werden kann. Das hier (Üt m = i gefundene Grenz- 
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/•(«) = (m- 1) a + («+ 1) |/«^+^^Cl-«*)' 



Im Falle -^ = ^>-!^±i igt also max f(a) = m), 

im Falle — = ^-< ' ■ „ „ maxf(a)=f(0) 
c Bc im I \ j I \ / 

EU aetzen (genau oder n&heningsweise , jenachdem — mehr oder weniger 

^ — - — — igt) , oder die Anstrengung des Materials in dem betreffenden 

Querschnitte dort nur nüt Rücksicht auf BiegungBelaaticität , hier nur mit 
Rückeicbt auf Schubelaatirätät zu benrtheilen. 

133. — Das Gewinde einer flachgängigen Schraube, 
die nach der Richtung ihrer Axe den Druck P auszuüben hat , kaonf 
soweit es in der Mutter enthalten und deshalb durch die Kraft P belastet 
Ut, uähemngswciae als ein priamatischer Körper von rechteckigem Quer- 
schnitte = bc betrachtet werden , dessen Dimension h die anderen bedentend 
fibertrifit , indem nämlich i = dem Umfange des Schraubenkemes muUipli- 
cirt mit der Anzahl der in der Mutter enthaltenen Windungen , C ^ der 
Dicke des Gewindes zu setzen, die Lange aber = der Gewindetiefe t 
^r^ — rg ist, unter rj den äusseren, r^ den inneren Gewmdehalbmesser 
verstanden. 

Wenn das Gewmde ohne allen Spielraum in das entsprechende 
Muttergewinde passt, so ist eine Biegung unmöglich, die Anstrengung 
folglich nach der in der Anhaftnngsfläche am Schraubenkeme hervor- 
gerufenen grössten Schubspannung zu beurtheüen, die nach Gleichung (205): 
3 P 

•»"=TJF •■ »") 

ist Wenn aber Spielraum vorhanden ist, der nur sehr klein zu sein 
braucht, um eine mit .erheblicher Mehranstrengung verbundene Biegung 
zuzulassen, so entspricht dieser letzteren, falls der Druck P als gleich- 
förmig auf dem Gewinde vertheilt oder in der mittleren Schraubenlinie 
concentrirt angenommen wird , die grösste Normalspannung : 

2 2 SjW ,„.„ 

»»"' = -T?- = lSr • ■ ■ • (342) 

12 
gleichfalls in dem Qaerschniue, mit welchem das Gewinde am Scbrauben- 
keme haftet. Indem aber hier die in voriger Nummer mit a bezeichnete 
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2C 



also > — ; ist, so kann in diesem Falle das Gewinde auf blosse 

4»» . _ ^O-ii) - 

Biegung berechnet , d. h. die Anstrengung nach jenem MaximalweFtte^f dn 
a bemtheilt werden, der insbesondere bei quadratischem Crewindequerschnitt« 
{t=c) doppelt so gross wie tnoMZ ist, 

Ist Ji die Hohe der Schraubenmutter , so kann man auch setzen : 

also bei quadratischem Querschnitte und etwas Spielraum des Gewindes 
in der Mutter: 

SP 
maxa^ ^. 

Fßr die in Nr. 130 betrachtete Fressschraube würde diese Maximal- 
spannung im Gewinde dem dort bestimmten Maximalwerthe von Et : 
^ . «. -P 



im Schraubenkerne gleich sein, wenn — = — — oder das Terhältniss der 
Mutterhöhe zum äusseren Schraubendurchmesser: 

Ä _ 1 ^_Ä_ 1A___? ^ 

'd^~ 2 n rij "~ 8 rs " 10,8 "~T 
wäre. — Dieselben Formeln (341) und (342) gdtcm für das Mutter- 
gewinde, wenn darin 

hc = itY^ h 
gesetzt wird. Die Mntter läuft also geringere Gefehr einer tibermässigen 
Anstrengung , sofern nicht etwa die WiderstandslUhigkeit des Materials, 
woraus sie besteht, in bedeutenderem Maasse, als im VerhältniBse des 
inneren zum äusseren Gewindedurchmesser kleiner, als die des Materials 
der Schraube ist. 

134. — Aus der in Nr. 132 für einen rechteckigen Querschnitt 
angestellten und in ähnlicher Weise auch fiir andere Querschnittsformen 
ausfuhrbaren Untersuchung ist zu schliessen, dass überhaupt in solchen 
Fällen, in denen die Breite des Querschnittes nirgend 
grösser, als in der Biegungsaxe, und derselbe nur ron 
solcher Form ist, dass die grösste Schubspannung in 
der Biegungsaxe stattfindet, die Anstrengung in ihm ohne 
wesentlichen Fehler nur mit Rücksicht auf die Kormalspannungen oder 
nur mit Rücksicht auf die Schubspannnngen zu beurtheilen sein wird, 
jenachdem 

Ee {ät is = e^Ee für « = 

ist, folglich, mit Rücksicht auf den allgemeinen Aus^-uck (339) von Ee, 
jenachdem 
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-^r^ — ■ — T /:?dF oder— > ■ ^- ..-^ 

r/^ *» Ji/gcostpf,^ Ji ^ m ey^ cos q>o 

iat, unter y^ die Breite in der Biegungsaxe and unter g>^ den ent- 

Bprechenden Werth von ip tär 2:=0 verstanden. 

Wenn sich aber der Querschnitt mit wachsender 

Entfernung jvon d ex Biegungsaxe verbreitert, bo kann es 

der Fall sein , dasa einem gewiesen zwischen und c liegenden Werthe 
von z ein solcher Maximalwcrth von Se entspricht, der wesentlich gröBser 
ist als Ee ftir « = g und für 0^0 , indem dann an einer solchen Stelle 
^ die Nonualspannung eine erhebliche Grösse haben kann, ohne daes die 
Schubspannung viel kleiner als in der Biegungsaxe wäre. 

135- — Von der zoletst erwähnten Art sind x. B. die doppelt- 
Tförmigen Querschnitte prismatischer Träger von ge- 
walztem Eisen, nach Fig. 35 (Kr. 84) bestimmt durch die Dimen- 
sionen a, b, d, e, und zwar ist es hier namentlich zu erwarten, dass für 
g^f-=^e — (i, d. i. an einer Stelle, wo die Scfaubspannung nur wenig 
' kleiner als ihr Maximalwerth für « ^ , die Normalapannnng nur wenig 
I kleiner als ihr Maximalwerth für s^=:e ist, die entsprechende gröeste Deh- 
I nung e erheblich grösser werden kann , als an jenen beiden Stellen 
(^=0 nnd Z^=e), um so melir, je weniger sie an diesen letzteren Stellen 
verschieden gross ist und je kleiner die Dimensionen a, d im Vergleich 
mit den Dimensionen 1) , e sind. Haben dann ferner in dem- 
selben Querschnitte dieSchubkraftJt unddasBiegungs- 
momentJlf ihre grössten Werthe, so ist der e=f entsprechende 
grosste Werth von e in diesem Querschnitte zugleich der grösst« im ganzen 
Körper, also maassgebend für die Benrtheilnng seiner Anstrengung. Dies 
ist z. B. der Fall, wenn der Träger, dessenLänge=22 sei, 
bei gleichförmiger Belastung mit p pro Längeneinheit 
an beiden Enden eingeklemmt ist; R und M sind dann in den 
Endquerscbnitten am'grössten, und zwar nach Gleichung (116): 

7? , , jf p-21.21 pl^ 

R=pl und M!=^~-j^ — = 3 • ' • ■ 

Damit nnd mit m = 3 sowie den Bezeichnungen: 

So =/edF und fl, =/sdF 

folgt aus Gleichung (339) 

A 

Ja 



D,s-z.= b,Coo<^le 



"■■ ^'=''■-^7 
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rin: J==-|-[&e»— (6 — a)/^ 1 



(344). 



Aus den Ausdrücken (343) ei^ebt sich , dass in den Endquerschnitten 
des Trägers 

J,>Ji, i.t, wem l>^ / • (345), 



und Äi>i, wenn i<- 



" j/a(a-.-f-£) 



ist, also £j zugleich > ü;, und > k , Trenn 2 zwischen diesen beiden Grenz- 
weithea enthalten ist. 

Unter den Trägerprofilen der Burbacher Hütte befindet eich z. B. 
ein solches mit den Dimensionen: 

a=9, &=100, d=ll, e=100 Millim. 
Damit ergiebt sich : 

J— 28898547 , Fo = 139595 , fl, = 103950 
und ii>Äo fö"" i>S68 Mülim., 

/;i>J ffir ?<1223 Millim. 
Lfige l zwischen diesen Grenzen, so würde die Annahme, dasa der gröeaere 
der beiden Werthe k^ und k das absolute Maximum von Se ist, voraus- 
sichthch dann am meisten fehlerhaft sein, 

wenn i^=k, d. h. wenn ( = — =^ , . . (347) 

wäre, bei vorliegendem Beispiele für 2 = 620 Millimeter. In diesem Falle 
ist allgemein 

hier = 1,249 , in der That also wesenthch grosser ab 1 und als das 
analoge Verhfiltniss bei rechteckigen Querschnitten, das nach Nr. 132 den 
ungefähren Werth 

maxjEe) ^8,346^^^^^ 

*(, = A 8 ' 

bat. Meistens wird freilich die halbe Trägerlänge l grosser, als der durch 

(346) bestimmte Grenzwerth sein, und ist dann die e=e entsprechende 

grösste NormalspauDuug k zugleich daa maassgebeade Maximum von Ee, 

FMtigiMit. c :li-o iv, Cookie 
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136. — Wenn die BeUstnng des prismatischen Trä- 
gers von doppelt- Tf i> rinigem Qnersclinittc an einer ge- 
w iB Ben Stelle C in den En tfernii ngen ^C=/, ^,C=?, von 
den Enden ^,^, concentrirt, ?</, und der Träger an 
beiden Enden eingeklemmt oder an beiden gestützt ist, 
so ist Ü am gröesten und zwar gleich gross in allen Querschnitten der 
Strecke AC, jtf aber im Falle der Einklemmung im Querschnitte A, im 
Falle der Stützung im Querschnitte C am grössten, und zwar ist das Ver- 
bältniss dieser Maximal werthe von M und iJ 

im ersten Falle = -^- ^ - ^' - i nach Gleichung (109) und (HO), 

im zweiten Falles 7. 

In demselben Queractmitte , also hei A im Falle der Einklemmung, 
bei C im Falle der Stützung des Trägers an seinen Enden, ist somit auch 
die Anstrengung desselben am grössten, und zwar im Abstände 

e — 0, e=:f oder e = e 
von der Biegungsaze , jenachdem — analog den Bedingungen (345) und 

M l 
(346) in voriger Nummer, wo aber — ^— war — der Werth von 

la+i.) 

■ . . ' ■ im ersten, ( im zweit«n F^Ie 
8/ + /1 

unter, zwischen oder über den Grenzwerthen : 



*a L^a^ .ifi 



-F'-3(|y"-*K3Ö 



liegt. Im Bnichquerschnitte (A 'esp. C) ist Ä^ ^^h, wenn analog 
Gleichung (347) 

im ersten Falle „, , , , im zweiten l = 

Zl-\-\ 3ac 

h 
ist Das Verhältnisfl - — ^-^ ist aber in beiden Fällen das durch Glei- 

chnng (348) bestimmte , insbesondere also auch hier = 1,249 itlr das in 
voriger Nummer als Beispiel betrachtete Trägerprofil. 

137. — Für die Folgerungen in dju zwei vorigen Nummern war 
es wesentUch, dass unter den dort vorausgesetzten Umständen die Mazima 
der Schubkraft B. und des Biegungsmoments M in demselben Querschnitte 
stattfanden. Wenn aber, was der getvöhnliche oder wenigstens für die 
Anordnung meistens vorausgesetzte Fall ist, der prismatische Träger 
von der Länge 2l bei gleichförmiger Belastung p pro 
Längeneinheit an beiden Enden auf Stützen liegt, so ist 
ftlr einen Querschnitt in der Entfernung x^^l von der Mitte: 
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; Ii=pl fUr ^s=l, d. i. in den Endqnerschnitten, 
';M^^-^ für ^ = , d. i. im mittlerea Querschnitte. 



Mag nun auch in solchem Falle bei gewissen Stablängen und in gewissen 
Querschnitten' derjenige Werth von Es der grüsste sein, der in einem ge- 
wissen zwischen und e liegenden Abstände e von der Biegangsaxe 
stattfindet, so ist doch im ganzen Träger für jeden bestimmten Abstand 
e die Dehnung e entweder im mittleren Querschnitte oder in den End- 
querschnitten am gröseten, und zwar hei jedet Querschnittsform, so dasB 
dann die grösste Anstrengung immer entweder (bei grösseren Stablängen) 
die den Normalspannungen im mittleren oder (bei kleineren Stablängen) 
die den Schnbspannungen in einem Endquerachnitte entsprechende ist, nach 
Nr. 131 nämlich jene oder diese, jenachdem 

l^rn±ll 

ist, falls der Querschnitt eine solche Form hat, dass seine Schubapannung 
in der Biegungsaxe am gtössten ist. In der That ergiebt sich aus 
Gleichung (339) mit 

m = 3, S=/sdF 

und obigen Ausdrücken von R und Jlf : 

=47«S 

mit f{^=l — P-\-2 ^1-2«^" + ^* 

und « = 1 — l i 1 • 

2 Hyzeos(p/ 

Bei gegebenem Werthe von g, also gegebenen Werthen von y, fp, H 
entspricht nun das Maximum von /'(^ und somit von e der Gleichung: 

lif Kl — 2«{'+S« 

also 1=0 odBr^^l — 2»|' + f' = 2|«— 2», 
TorauBgesetzt , dass der aus dieser letzteren Gleichung folgende Wertli 
von ^' , nftmlich 

„ , 1/1—»' 

Bwisoheu und 1 enthatten ist. Für |^0 ist aber /"{D wirklich ein 

D,3t,ZBdbyGOO<^[e 
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Msximnm (fUr den anderen Werth von ^ ako , falb er < 1 ist , ein 
Minimum), wenn der £^0 entsprechende zweite DiSerentialquotient 

^^ = -2 + 2(-2»)<0, d. i. »>-y 
ist. Wäre dagegen »< —, also /(O) ein Minimum, so wäre 

'">hV^<h''+V^<^-. 

es würde also ein Maximum zwischen und 1 gar nicht geben, vielmehr 
f(J) vom Minimum 

/•{0) = 3 bis /•(1)==2K2(1— ») 
ateüg wachsen, welch' letzterer Grenzwerth wegen 1 — ^>~gr jedenfalls 

>2K3=S,464 wäre. 

Insbesondere bei djippslt- 2!förmigem Querschnitte (Fig. 35) 
ist jffl* Trä fi; er mit Bez u^ auf den S pan nungszu atand seines mittler en Qner - 
ae }> ni t t^H »yf T j jpgungHpIftatifJtat ._ada£..8ein£:tw,£Qdguerschnitte auf Schnb- 
elastieität zu berechneuj jenachdem nach Grleichimg (349) 

l^~: C3ß0), 



jenachdem z. B. bei dem m den vorigen Nummern betrachteten speciellen 
Profil l grösser oder kleiner als 413 Millimeter ist. 

138. — Man könnte sich die Aufgabe stellen , die Querschnittsform 
eines Triigers so zu bestimmen , dass die grösste Dehnung ein 
allen Entfernungen z von der Biegungsaxe gleich gross 
wird. Sollte freilich diese Forderung für alle Queraclinitte erfüllt werden 
so , dass die für jeden einzelnen eonstante grösate Dehnung auch für alle 
gleich gross ist, so wurde sich eine Körperform ergeben, die nur durch 
Guss nach einem Modell realisirt werden könnte , dessen Kosten aber die 
dadurch erreichbare Material er spaniiss mehr als aufwiegen würden, falls 
es sich nicht etwa um die Herstellung sehr vieler unter gleichen Um- 
standen zu benutzender Träger handelte. 

Bei prismatischen, durch den Walzprocess herstellbaren Trägem, also 
bei constantem Querschnitte könnte man sich darauf beschrilnkcn, die Form 
des letzteren so zu bestimmen, dass wenigstens im Bruchquer- 
schnitte, wo die Schubkraft if nud das B iegungsmoment 
M am grössten sind, die grösste Dehnung unabhängig 
von s und somit möglichst klein wird, wenn nicht dadurch 
diese Querschnittsform, um der Forderung zu genügen, an eine bestimmte 
Länge, Unterstütznngs- und Belastungsweise des betreffenden Trägers ge- 
bunden sein würde, während im Gegentheil die Hüttenwerke darauf be- 
dacht sein müssen , die Mannigfaltigkeit ihrer passend gewählten Profile 
möglichst beschränken zu können, 'dieselben also so zu wählen, dass die 
betreS'enden Träger unter möglichst verschiedenen Umständen mit Yortbeil 
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verwendbar aind. Dazn kommt, dass In dem gewöhnliclien Falle eines 
beiderseits auf Stützen liegenden und gleichförmig belasteten Trägers die 
Forderung gar nicht erfüllbar ist, weil dann im mittleren Bructiquerschnitte 
nur Normalspannungen, in den Bniuhquerschnitten an den Enden nur 
Schubspannungen stattfinden , dort also behufa vortlieilhaHteater Material- 
vertheilung die Breite y nach der Mitte hin bis Null abnehmen, hier da- 
gegen umgekehrt nach der Mitte hin wachsen müsate. 

Immerliiu würde es thunUch und zu möglichst mannigfacher vortbeil- 
faafter Verwendbarkeit der betreffenden Träger zweckmässig sein, die üb- 
lichen doppelt- 2'förinigen Querschn ittsprofile so abzu- 
ändern, das B die pickedes Steges von der Mitte nach 
aussen hin wächst: von a für Z'^^d bis zu einer gewissen Grösse 
(ij für Ä =y^ (TtrtT" 'deii in den vorigen Nummern gebrauchten Bezeich- 
nungen), und konnten dabei unbeschadet der nach den üblichen Abstufungen 
zu wählenden Dimensionen h, d, e die Dimensionen a nnd aj etwa so 
gewählt werden , dass , wenn der nach dem betreffenden Profil gewalzte 
Träger bei kleinster dafitr in Aussicht genommener Länge beiderseits auf 
Stützen liegend gloicliformig belastet ist , die Anstrengung im mittleren 
Querschnitte filr z^=e derjenigen ip den Endquerschnitten fürs^O gleich 
igt , dass aber , wenn er unter übrigens gleichen Umständen eine in der 
Mitte concentrirte Last trägt, daselbst in den Abständen e^^^e und Z'^f 
von der Biegungsaxe die Anstrengungen fgrössten Dehnungen e) gleich 
gross werden. Das Gesetz, nach welchem die Stegdicke y von a bis a, 
zunimmt, könnte dabei willkürlich mit Rücksicht auf die Erleichterung der 
Rechnung und die praktische Ausliihrung der Walzen z. B. so angenommen 
werden , dass_der_ Querschnitt des Sieges von zwei gleiche n Parabeln be- 
grenzt wird, deren Hauptaxen in der Biegungsaxe liegen, entsprechenderer 
Gleich UDg : 

y— "_g' 

Eine weitere Ausführung dieser Andeutungen würde nur mit ape- 
cielter Rücksichtnahme auf die Technik des Walzprocesses von Nutzen 
sein. Bei zusammengesetzten Trägem wird die wünschenswerthe Quer- 
Bchnittsform einigermaassen schon durch die Winkeh'isen vermittelt, die 
den Steg mit den Gurtungen verbinden. 

139. — Schliesslich ist zu bemerken, dass auch dieKrümmnng 
der Mittellinie eines ursprünglich geraden Stab förmigen 
Körpers ausser durch die Biegungsmo.mente J(f zugleich 
durch die Schubkräfte H bedingt wird. Wird die gekrümmte 
Mittellinie (die elastische Linie) auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem 
der X, Z bezogen, so dass die x-Atls in der ursprünglich geraden Stab- 
axe liegt nnd die g-Aie im Sinne der gegebenen belastenden Kräfte positiv 
ist, und dann für eine Stelle in der Entfernung x vom Anfangspunkte der 
Coordinaten die resulürende Ordinate 

8 = 6 + d' 
gesetzt, unter d den durch die Biegung, unter S' den durch die Schiebung 
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verursachten Bestandtheil verstanden, so kann d nach den Regeln der 
Biegungselasticität bestiaimt werden, während 



d'=Jr,dz^^J, 



TydX 

ZU setzen ist, uuter y,, i= y^i) und ty {= T„) die nach der z-Ane gerich- 
tete (gemäss Nr. 11 resp. Nr. 1 positive oder negative) Schiebung und 
Schnbspaanung im Schwerpunkte eines Querschnittes verstanden. Darin 
ist, wenn X die (gemäss Nr. 47 positive oder negative) Schubkraft eines 
.'' Querschnittes, y,, die Breite desselben in der Biegungsase bedeutet un^ 
'IM'^Hq die in Nr. 130 festgesetzte Bedeutung hat, nach Gleichung (200)//?:"" 
' H^X 

^^ = ^- 
Insbesondere Tür einen prismatischen Stab sind J, y^ ^xnä Hf, 
unabhängig von x, iat also 



während d stets auf den Ausdruck 






EJ 



'"irß 



xdx 



gebracht werden kann ^ wenn mit n ein Coefßcient bezeichnet wird, der 
von der Stiitzungs- und Belastungs weise des Stabes und von dem Ver- 
hältnisse des Abstandes x zur gansen Stablängo abhängt. Somit ist 
3' _1 E ffg 
d n G x^y^ 
und folgt daraus , da H^ eine cubischc Function der Querschnittsdimen- 
sionen ist, dass, wenn letztere klein im Vergleich mit x sind, —^ im All- 
gemeinen eine kleine Grösse zweiter Ordnung, und somit meistens 6' gegen 
d zu vernachlässigen sein wird , falls nicht etwa (wie z. B. bei Ein- 
■ klemmung des Swbes) « ein sehr kleiner Bruch oder (wie z. B. bei 
doppelt- rförmigen Querschnitten) y^ sehr klein ist. — 

Wenn z. B. ein prismatischer Slab von der Länge 2l an den 
Enden gestützt und in der Mitte durch die Kraft 2 J* he- 
ia s t e t ist, so ist daselbst, nämlich in der Mitte des Stabes : 

> ^ '' 



und nach Gleichung (351): 
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.1.0.1. | = |.*=8i^ .... (352), 

z. B. bei rechteckigem Querschnitte (Breitest) 

, „ he' » ,( e\' 

dagegen bei dem doppelt - Tförmigea QuerBchnitte von den in Nr. 135 
beispielsweise angeluhrten Verhältnissen, also 

mit i/j, = 0,09e, i^ = 0,139595 6' : ^=12,4l(^y. 

$•_ 
Ö 

lastung ^ p pro Längeneinheit des an den Enden gestützten 
Stabes, indem dann nach Crleichung (147): 

5 p.2l{2lY ^ 6 pl* 
~ S :EJ iS ~2iEJ 
und nacb Gleichung (351) mit X^px (x von der Mitte aus gereclinet): 







«' = 




pl'H, 


. 


folglich 


mit 


G 


3 d' 24 8 if, 
8 '' d ~io 3 P% 


= 6,4^ 




d. 1. m 


4 


so gross 


wie nach Gleichung (352) ist 





Wäre aber der Stab an den Rndeu eingeklemmt, so wäre 
d bei der in der Mitte concentrirt angreifenden Belastung — nach 

Gleichung (115) in Vergleich mit (147) — nur — so gross, bei gleich- 
förmig vertheilter Belastung — nach Gleichung (119) in Vergleich mit 
(147) — nur — so gross wie im vorigen Falle bei unverändertem Worthe 
von <J' , folglich bei der einen wie anderen Belaetungsart i 

-?■- 32.^ (354), 

insbesondere B. B. für jenen doppelt- Tförmigen Querschnitt fast = 50 (-r-) i 

wonach in solchen Fällen die Vernachlässigung von d' gegen 6 in der 
That mit erheblichem Fehler verbunden sein kann. 



T. Comblnatlon Ton Biegangs- and VrehangselastlcitSt. 

140. — Dieser Fall liegt vor, wenn auf den geraden atab- 
förmigen Körper Kräfte wirken, die rechtwinkelig und 
(wenigstens theilweise) windschief gegen die Axe gerichtet 
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sind; Rir einen beliebigen Quersclmitt F geben sie ein auf Drehung 
wirkendes Moment M^ , dessen Ebene parallel F, nnd ein auf Biegung 
wirkendes Moment M^ , dessen Ebene rechtwinkelig zu jP ist. Jlfg ändert 
sich im Allgemeinen beständig von einem zum anderen Querschnitte, M.^ 
nur plötzlich in den Querschnitteebenen , in denen solche äussere Kräfte 
liegen, deren Richtungslinien die Axe nicht schneiden. 

Die durch Jf, bedingten Schubsponnungen r sind in gewissen Funkten 
Ai, die durch M^ bedingten Normalspannungen a in gewissen Punkten A^ 
des Umfanges am grössten und können nach den Formeln der Drehungs- 
resp. Biegungsclastieität berechnet werden. Fallen die einen und die 
anderen Punkte nicht zusammen , so bedarf es einer besonderen Unter- 
suchung zur Bestimmung der (ohne Zweifel auch dem Umfange angehörigen) 
Stellen , wo die aus z und a resultirende grösste Dehnung g, nämlich wo 
nach Gleichung (58) bei Voraussetzung isotroper Körpersubstanz 

2)» ' 2ni ' ' 
am grössten ist, sowie dieses grössten Wcrthes selbst, wobei 

— = 0,35 und — =^0,65 entsprechend *»:=:—- 

gesetzt werden kann. Wenn aber die Funkte A^ und A^ zusammenfallen, 
so findet in denselben Funkten natürlich auch das Maximum von Fe statt, 
insbesondere z. B. bei kreisförmigem Querschnitte, wobei das Maximum 
von s allen Funkten der Feripheiie zukommt. 

Dieser letzte Fall ist namentlich von technischem Interesse hinsichtlich 
der Anstrengung einer Transmissionswelle, wenn bei grösserer 
Länge derselben die Schwerkräfte und Umfangskräfte von Schwungrädern, 
Zahnrädern , Biemenrädern etc. nicht so klein sind oder nicht ao nahe bei 
den Lagern angreifen , dass ihre biegende Wirkung gegen die verdrehende 
des übertragenen Kraftmomentes vernachlässigt werden darf. Ist dann r 
der Radius des kreisförmigen Querschnittes der Welle, so ist 

2Jlf, , 4Jf. 
max T = ^ und mar a = f- , 

.bo »KB (Ee) = ™ (^t^ M, + -^tl /M,' + M,') . (365), 

»od wenn max (Fe) ;= k gegeben ist , so ergiebt sich hieraus der nölhige 
Wertli von r, indem für M^ das grösste Biegungsmoment in irgend einem 
Querschnitte des Wellenstückes gesetzt wird , welches das Drehungsmoment 
Jlfj zu übertragen hat. 



yi. €oin1)liiatlon Ton Schub- und VrehnngseUstleltSt. 

141. — Wenn die das Kraftmoment ilf, übertragende und dadurch 
auf Drehungselasticität in Anspruch genommene Transmissionswelle zugleich 
von transversalen Kräften angegriffen wird , so kann es bei kleiner Wellen- 
länge oder wenn diese Kraft« sehr nahe bei den Lagern angreifen, der 
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Fall aeio , <lass dadurch die Welle in höherem Grade auf Schub-, als auf 
BiegnngeelaetJcität in Anspruch genommen nird. iHt dann R die resul- 
tirende Schubkraft für einen Querschnitt vom Radius r , so ist nach 
Gleichung (206) die enUprechende grösste Schubapannung 

3 ttr* 
und indem sie sich mit der durch das Dretiungsmoment verursachten, an 
der betreffenden Stelle in gleichem Sinne stattßndenden grössten Schub- 



_ 2Mt 
combinirt , ist die gPÖeste reanitirende Schubspannung : 

sowie nach Gleichung (59) der entsprechende gröeste Werth von Ee: 

max{Ee) = -^^!^^{M,-i-~Itr) . . (356). 

Sollte zngleicli das in demselben Querschnitte etwa stattfindende 
Bi^ungsmoment M^ berücksichtigt werden, so wäre zu prüfen, ob dieser 
durch Gleichung (366) bestimmte, In deu Endpunkten der Biegungsaxe 
stattfindende, oder der durch Gleichung (355) bestimmte, in grösster Entr 
femung von der Biegungsaxe stattfindende "Werth von Jüe der grössere 
und somit maassgobende ist; denn dass in einer anderen Entfernung von 
der Biegungsaxe aus der Combination der Wirkungen der Kraftmomente 
JUi, 3^ und der Schubkraft R nicht etwa ein noch grösserer Werth von 
Es hervorgeht, ist schon aus der allgemeinen Bemerkung in Nr. 134 
zu schlieesen. 

C. Allgemeine Untersuchung des Spannungs- und Deformatlons- 
zustandes eines belasteten Isotropen prismatischen Stabes. 

142. — Die vorhergehenden Untersuchungen einfacher und zusammen- 
gesetzter Fälle der Elasdcität gerader stabfdnniger Korper, von denen die 
letzteren leicht noch durch die Betrachtung solcher Combinationen ergänzt 
werden könnten, in denen drei jener einfachen Fälle oder alle vier 
zusammen vorkommen , sind mit Rücksicht auf das praktische Bedtirfniss 
ausreichend. Weil aber jene Untersuchungen zum Theil von Annahmen 
ausgingen, deren anderweitige Bestätigang wun scheue werth ist, auch der 
Deformationszustand des Stabes bisher nur unvollständig in Betracht gezogen 
wurde , insbesondere die Deformation seiner materiellen Querschnitte uner- 
örtert bUeb, so ist es von Interesse, den Spannungs- und Deformations- 
zustaud eines belasteten geraden Stabes schliesslich noch von allgemeineren 
Gesichtspunkten aus und vollständiger zu untersuchen , vorläufig ohne 
einschränkende Voraussetzung hinsichtlich der belastenden Kräfle des 
übrigens als isotrop und prismatisch angenommenen Stabes, demnächst 
aber zu prüfen , ob durch nachträgliche Specialisirung der so gewonnenen 
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allgemciDen Resultate Bich die Annahmen bestätigt finden , von denen in 
gerade umgekehrter Weise im Vorhergehenden bei des einfachen Fällen 
ausgegangen und dann zu zusammengeselztereu Fällen fortgeschritten wurde. 

143. — sei ein Punkt der Mittellinie des Stabes, also der Schwer- 
punkt des betreffenden Querschnittes F. Er wird zum Anfangspunkte eines 
rechtwinkeligen Axensystems OX., OY, OZ angenommen von solcher Lage, 
dass OX. mit der urspriingUcli geraden Mittellinie, die Ebene l'^ mit 
dem ursprünglich ebenen Querschnitte F zusammenfällt, und zwar sollen 
die Axen OK OZ in den Hauptaxen des QuerscbnitteB liegen, dessen 
Ti^gh eitsmomente 

für die Axen OX OY OZ 

beziehungsweise mit ABC 
bezeichnet werden. 

Wegen der Deformation des Körpers durch die belastenden Kräfte 
erfordert indessen das Axensystem eine bestimmtere Ftxirung , und zwar 
werde festgesetzt, dass, wenn im ursprünglichen Zustande P ein Fnnkt 
der y-Axe im Abstände dy von 0, Q ein Funkt der ^-Axe im Ab- 
stände ds von ist, immer der Anfangspunkt, P ein Punkt der 
^-Axe und Q ein Funkt der yg -Ebene sein soll, wie auch diese 
materiellen Punkte 0, P, Q verrückt werden mögen. Diese Art der 
Ftxirung des Axensystems gegen den seiner Form nach veränderlichen 
Körper wird dadurch ausgedrückt, dass, unter §, tj, t allgemein die mit 
der Deformation des Körpers verbundenen Aenderungen der Coordinaten 
X, y, s eines materiellen Punktes desselben verstanden, 
für a; = 0, p = 0, 2=0 

gesetzt wird: §=0, )/ = 0, C=0, "t^^O, -t^ = 0. ~^ — ^ i^hl). 

Unl«r den äusseren Kräften für den Querschnitt YZ werden alle 
diejenigen verstanden , die den von diesem Querschnitte an gerechnet auf 
der Seite der positiven a;-Axe gelegenen Theil des Stabes angreifen; 

die Compouentengummen dieser Kräfte, algebraisch verstanden, so dass 
positive Werthe den Richtungen OX, OY, OZ, negative den entgegen- 
gesetzten Richtungen entsprechen, und 

M, My M^ 

die Momentensummen in Beziehung auf die Axeo, in der Weise algebraisch 
verstanden, dass positive Werthe den Drehungsriehtungen YZ, ZX, XY 
entsprechen. 

Wenn nun noch Form und Grösse ^ F des Querschnittes YZ 
gegeben sind, so besteht die Aufgabe zunächst darin , die Spannungen 
zu ermitteln, die in den verschiedenen Punkten des 
Querschnittes hervorgerufen worden. 

144. — Offenbar ist die Aufgabe, in dieser Allgemeinheit aus- 
gesprochen, noch nicht bestimmt. Vor Allem könnten, sofern nin: der 
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einzelne Querschnitt und die durcK die sechs Grossen R und ]i£ charakteri- 
sirten äusseren Einwirkungen gegeben wären , dadurch , wenn überhaupt, 
jedenfalls nur die Spannungen a^, Ty, t^ bestimrot sein, die sich auf die 
^flächenelemente dieses Querschnittes selbst als Spannungsebenen beziehen, 
während die Spannungen Oy, Ot, tt unbestimmt blieben, und es ist also 
nöthig, ein gewisses Stück des Stabes zu betrachten, das sich vom Quer- 
schnitte YZ bis KU einem um 00'=^l im Sinne der positiven x-Axa 
von jenem entfernten Querschnitte erstrecken möge. I>ie Form dieses 
Stabstückes, die gegeben sein muss , wird hier als prismatisch voraus- 
gesetzt; für einen veränderlichen Querschnitt würden die Kesultate der 
folgenden Untersuchung nur näli er ungs weise und unter der Voraussetzung 
gelten, dass Off^l unendlich klein ist. 

Denkt man den Stab durch den Querschnitt F' bei 0' zerschnitten 
und an der so entstandenen Endfläche des betrachteten Körperstückes FF' 
die Kräfte M^' By' B^' 

und Kräftepaare M^' Mj' M^ 

angebracht, woraitf sich die jenseits des Querschnittes F' angreifenden 
äusseren Kräfte reduciren lassen, wenn sie an den Punkt 0' versetzt 
werden , so ist dadurch der Gleichgewichtszustand des betrachteten Stab- 
stückes immer noch. nicht bestimmt, weil es unendlich viele Systeme von 
äusseren Kräften , in den Elementen der Endfläche F' angreifend , giebt, 
die sich auf 

die Kräfte 2^' iJj,' B-^ am Punkte (Jf 

und die Kräftepaare ilfj' My Mi 

reduciren lassen , desgleichen unendbch viele Systeme äusserer Kräfte , an 
den Elementen der Umfläche (prismatischen Oberfläche) und an den Massen- 
elementen im Inneren des betrachteten Körperstückes angreifend, die 
zusammen mit den Kräften JJ,', Kj.', B^' und Kräftepaaren M^', My, 
Mt' sich auf 

die Kraft» B^ By B, im Punkte 

und die Kräftepaaro M^ My M^ 

reduciren lassen , und weU jedem besonderen solchen Kräftesysteme auch 
ein besonderer Gleichgewichtszustand des betrachteten Stabstückes ent- 
sprechen muss. 

Abgesehen davon indessen, dass bei solcher Specialisirung des Systems 
der äusseren Kräfte die wünsch enswerthe Allgemeinheit der Lösung ver- 
loren ginge , stehen auch einer derartig strengen Behandlung des Problems 
kaiun über windliche Schwierigkeiten im Wege ; man sieht sich vielmehr 
gfenothigt, die Aufgabe umzukehren; eine gewisse Art desGleich- 
gewich tszus tandes vorauszusetzen und die äusseren 
Kräfte zu bestimmen, die denselben herbei fähren 
wUrden, um daraus schliesslich die freilich nur angenähert zutreffende 
Folgerung zu ziehen, dass ein System von Kräften, welches 
dem gefundenen bezüglich der Wirkung auf den starren 
Körper äquivalent wäre, den vorausgesetzten Gleich- 
gewichtszustand des elastischen Körpers zur Folge 
hab en werde. 
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145. — Gemäss den Annahmen , die schon in Nr. 24 diesem ganzen 
Abschnitte zu Grunde gelegt wurden, werde nun ein solcher Gleicli- 
gewichtsznstand des betrachteten StabstUckes vorausgesetet , da^e in allen 
Punkten desaelben 

ist, dass also die TadenförmigenElemente von der Länget 
und vom Querschnitte dy de, woraus mau das Stabstück 
bestehend denken kann, weder einen Zug oder Druck 
noch einen t ransversalen Sc hub auf einander ausüben. '*^) 
Damit dies möglich sei , dJlrfen weder auf die Umfl&che noch auf die 
Maesenelemente im Inneren Kräfte wirken,' die nonnal zur :c-Axe 
gerichtet sind; hier soll aber die noch weiter gehende Yoranssetzung 
gemacht werden, dass ausser den in den Endflächen fund 
F' angreifenden überhaupt keine äusseren Kräfte anf 
das betrachtete Stabstück wirken. 

Gemäss dem in Nr. 23 erkürten allgemeinen Verfahren sind nun 
üunächst die Gleichungen: 



. . — (ll+^)-.=«(tl+f) 




— (If+^^ -«(H+a 




— (|i+^)^ -<f +S) 




dx^ bj/^ dg 2 m-i-1 




zu berücksichtigen. Ans ihnen folgt 




,.,»»,=0, |l + („_,)|2 + § = o 




„d ..gen a. = 0: ll + |l + („+,)|l = „, 




iy is m ix 


(358), 


und wegen i,= 0: |l-f|i=0 


(359), 


80 daß. Den wegen 




^ = 0-^)11 -<-,,.. o^ = l|l, 





•} Das Problem, betreffend die Bestimmung der äusseren Kräfte, die einen 
solchen Gleichgewichtszuatand zur Folge haben, ist in voller Allgemeinheit von 
de Saint- Veuant behandelt worden. tÜe folgende DarsteUung schlieest sich 
in der Hauptsache der vonClebsch {Theorie der Elasticit&t fester Körper) dem 
Problem zu TheÜ gewordenen BehandlmigB weise an. 
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tr -r— ^A-r— ; ff,: 

»»da; oa: ' 



(360) 



ist. Die Einßihniag dieser Ausdrücke in die allgemeinen Gleichungen 
(Nr. 23): 

da; ~'~ dy.~'~ ds 

^ ^t^ äoi 

ia: dy ' ia ' 
mit X= ¥=^ 2=0 giebt, was zunächst die erste dieser Gleichungen 
betrifit, 

m da:* by' bxiy bxds is* 
also nach Gleidumg (358): 

jif a«f i)9f 

2-r4 + -T4 + -rT = .... (361); 
bx^ by* da* 

die bdden anderen Gleichungen, 

redaciren, liefern die ReUtio&e&: 

b*i b'ri^ 

bxby dx* " ' öxba ~'~ bx* " 
Um die Grössen §, jj, ^, die nnmittelbar den Deronnationa zustand 
und durch Vermittelung der Gleichungen (360) auch den Spannungszuetand 
des Stabes bestimmeu , als Functionen der Coordinaten x, y, e auszudrücken, 
dienen nun ausser den Gleichungen (358), (369), (361) und (362), die 
in jedem Punkte erfüllt sein müseen, noch die Grenz bedingungen, 
nämlich erstens diejenigen (357) , welclie die Lage der Coordinatenaxen 
im Körper fiziren und mit Rücksicht auf Gleichung (359) dahin erweitert 
werden können, dass 

fiira:=y = .= 0: f==,?=C = |i = M = |i = |i=0 (363) 
* ^ ' ^ by dg bz by 

sein mnsB , zweitens die Gleichungen (Nr. 23) : 

pcosX^atCosa-^-TiCosß + TjCosy 

jjcos^ = T,eosa+ffyCos/3 + rxC0sy 

p€osv^TyCosa-\-TiCosß -{-Otcosy, 
die PQr jeden Punkt der Umfläclie erfüllt sein müssen , wenn darin ^ ^ 
gesetzt wird. Mit er j ^ ff^ =r t, ^ und cosa=rO (entsprechend der 
zur a;-Axe senkrechten Richtung jeder Normalen der prismatischen Ober- 
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fläche) Verden aber die zwei letzten dieser Gleichnngen identisch, während 
die erste wegen cosy=:sinß und mit Rücksicht auf die Ausdrücke (360) 
von Ty und r, die Oberflächenbedingung liefert: 



(lf+Ä)-^+(^+S)« 



(364). 



Dabei ist zu bemerken , dass , wäiirend in den allgemeinen Gleichungen 
die Winkel a, ß, y nur von bis 7t gerechnet waren , hier die Braetzung 
von y durch ß vermittels der Relation cosy^=sinß den Winkel ß in 
Gleichung (364) als von bis 2nr im Sinne YZ gerechnet 
voraussetzt, so dass , wenn danach ß im ersten oder zweiten Qua- 
dranten liegt, also smß positiv ist, der Winkel y spitz und somit auch 
cosy positiv ist, wenn aber ß im dritten oder vierten Quadranten liegt, 
also sinß negf^v ist, der Winkel y stumpf und somit auch eosy 
negativ ist. 



143. — Aas den Gleichungen (361) und (362) folgt durch Differen- 
tialjon beziehungsweise nach X, y, z: 






dl' 



dxdg' 



= 



bxbt/^ 



(366) 



ox'ot/ 

bx*bs 
und durch Combination dieser Gleichungen mit Rücksicht auf (358): 

Aus den Gleichungen (362) folgt femer durch Addition, nachdem die 
erste in Beziehung auf s, die zweite in Beziehung auf y differenzirt wurde. 



ix' iix'\lsy^ >tt)~V^ 



dxdyiie 
also mit Bücksicht auf (3&9): 



ix' \il! "^ if/ 



= 0, 



ixiyie 



= 0. 



Wegen ^ = geht jetzt die erste der Gleichungen (365) über in : 

_5!l_ + _*!!_ = „ 

bxöy* öxbe* 
und folgt aus den zwei anderen durch Subtraction mit Rucksicht auf (358) : 

b'S ^'1 , l>' (iy aC\ bn iH 

ix by' bx be' bx* \by iz) bx by* bx bn' 
i'S . i'S 



r=0. 



Also ist auch 



dxdji' 



' ixdt' 



= 0. 
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Den so gerundenen vier Bedingungagleichungen f(ir die Function ^, 
nämlich 






y, Z gesetzt wird , die jede einzelne dieser Veränderlichen höchstens in der 
ersten Potenz enthalt, während anch ein Glied mit dem Producte yz 
nicht vorkommt. Die allgemeine Form einer solchen Function ist : 

-^ = a + o^ y -f- a. s + a; (6 + 61 y + 6g ^) , 

woraus nach Gleichung (358) folgt: 

und durch Integration beziehungsweise nach x, y, Z: 

i=a!(a-\-a^y-i-a,!i)-\-^(h-\-b,y-\-hü) + f(S,z) . (366) 

1 / 0*\ x/ g^\ (C367)- 

^=—~[ae-\-a^ye-\^atjJ^-{be-\~hiys+bt-^j-\-^(x,y)j 

Vollständig entsprechen diese Ausdrücke von ^, 7j, ^, in denen a, 
Oj, o,, 6, 6,, 6g constanto Coeffioienten und f, if, ip beliebige Functionen 
der bezüglichen je zwei Variablen bedeuten , vortänfig nur der Bedingnngs- 
gleichnng (368) in voriger Nummer, und es bleiben noch die Functionen 
f, fp, ■Ip gemäss den übrigen za beatiminen. 

147. — Abgesehen zunächst von den Grenzbedingnngen mtissen die 
Functionen tf und ip in den Ausdrücken von i^ und ^ den Gleichungen 
(359) und (362) entsprechend gemacht werden. Aus (362) folgt aber 

mit Rücksicht auf den Ausdruck von -^ in voriger Nummer: 
ox 



dx* dy \öx/ '- 

öx'~ dB \dx)~ '^ 



daraus durch zweimalige Integration nach x, wobei als Integrationsconslante 
jedesmal eine Function von y und g hinzuzufügen ist : 

x^ «* 

X* x' 
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Die Vergleichnng dieser Ausdrücke von tj, ^ mit den Gleichungen 
(367) lehrt, dass die Functionen ^, und 9^ keine GUeder mit tf ausser 
den in (367) TOTkonunenden enthalten können, ebenso die FnncttoneD 1^, 
und i/r, keine Glieder mit z ausser den in (367) vorkommeaden, so dass 
bei Abtrennung jener Glieder mit t/ sich (p^ und qi^ auf blosse Func- 
tionen von ü , resp. bei Abtrennung dieser Glieder mit g sich ^, und ^, 
auf blosse Functionen von y reduciren. Somit wird: 

»? = — ^(«Sf + ai Y + o»?«)— ■^(fiS'+ftiY + ^^V 

x' x^ 
+ '/'i (y) + « Vf (y) — ö» Y ~ *• T ■ 

Durch die Einfuhrung dieser Ausdrücke , die vorläufig erst den 
Gleichungen (358) nnd (362) genügen, in (359) erhält man: 

— ^y — a:^y + 9'i'(*) + a:?E,'(?) j 

welche Gleichung, da sie fQr alle Werthe von x erftlllt sein moss, in die 
zwei Gleichungen 

und g,,'(g)—^e-{.ipj'(jf)~^y = 
zerfSllt, von diesen aber wiedwnm 

die erste in: <Pi'(«)=(io H — ^^ nid Vi' (^)^ — (»o + ~yt 

die zweite in: q>t'(e) = ha-{- ~I3 und i/'j'Cy) = — 60 + "?' 

unter o, und b^ Grössen verstanden, die, da sie gemäss dem einen Paar 
Gleichungen nur Functionen von e, gemäss dem anderen nar Functionen 
von y sein könnten, in der That Constante sind. Durch Integration er- 
giebt sich daraus : 

fiM^a' + oo^ + ^Y; fi &)=«" — «.y + ^Y 

unter a' , a" , h' , h" abermals Constante veratanden, nnd damit endlich: 

D,rzP.byCOOJj^lC 
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X* x^ 

+ a" — Oo y + a; (&" — 6t, y) — «a Y ~ ** l" 

Die Functjon f^,z) im Ausdrucke (366) toq % muss nur der 
Gleichung (361) entsprechen, die dafür die BestimmungBgleichuDg : 

Liefert; dieselbe wird einfacher, Trenn 

m ^) = -6?^!±^-6,y^»-6,j/»^ + i^(y,^), 

~h^l^--h^ys^~\yH-VF{^,i) . . (369) 

gesetzt irird. Dann ist n&mlich die Function F(f/, z) an die Gleichung 
gebunden : 

d*F d'F , • 

W + Ji'-^' <''">■ 

148. — Durch die Grenzbedingungen wird die Function 
F(y, s) näher bestinimt, sowie aucb die in den Ausdrucken von i, i], ^ 
Torkommendeu Constanten 

a ai dg Uq a' a" 

b hl b, bo V b" 

dadurch auf eine gerii^ere Zahl reducirt irerden. 

Zunächst folgt aus den Bedingungen (363), Nr. 145: 
ft' = ; »" = ; «0 = 

wobei der Zeiger den Werth der betreffenden Function für den An- 
fangspunkt der C^ordinaten bezeichnet, oder vielmehr für y-^e=-0 , da 
X in der Function F nicht vorkommt. 

Die Oberfiächenbedingung (364), Nr. 146, erhält eine einfachere 
Form, wenn. 

Fiy,z) = Q~b'y — b"e 
gesetzt wird, unter Q eine neue Function von y und g verstanden, die 
gemäss (370) der partiellen Differentiolglnchung 
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entspricht und die Eigenschaft hat, für ^^£^0 zu verschwinden, wäh- 
rend die obigen Gleichongrai 

jetzt ersetzt werden dim^: 

Was nämlich jene Oberflächenbedingung (361) betriSl, die nun in Ver- 
bindoDg mU (371) zar Bestinunong von Q dient, ao folgt aus (368) 
und (369) : 

dx ^ ^2 m ' OT * 2»( - "^ 

womit und mit ^+fe' = 4^, ^+6" = ^ Gleichnng (364) die 

itf dp' de dz 

Form antkimmt: 

»+! .. ^ y« + (2ffl— l)g' 
2»i 



(v-i= 






149. — Den Bedingungen für die Function Q, nämlich den Glei- 
chungen (371) und (372) nebst der Forderung, für y^=g=Q zu ver- 
schwinden, kann dadurch entsprochen werden, dass 

«=*«+».«.+»,(' +*,e. 

gesetzt wird , unter q, Q^ , Q^ und Q^ Functionen von y und e ver- 
standen von solcher Art, dass dieser Ausdruck voD Q jenen Bedingungen 
genügt, welche Werthe die Constant«n b, b^ , b^ , 6g auch haben mögen, 
insbesondere also auch dann , wenn beliebige drei derselben-^ Null ge- 
setzt werden. Diese Zerlegung der Function Q ist zunäclist dadurch 
wichtig , dass sie den Werth der Constanten b ^^= Null ergiebt. Wem» 
nämlich ft^^ft, =6j=z0 gesetzt wird, so geht Gleichung (371) in: 
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. |^ + S=0 (373, 

und Gleichung (372) in: 

^»„,S+|2™^ = =±i(j,«»^+„i»« . (374) 

Über, und es müastc eratere Gleichung durch alle Werthe von y und z 
erfüllt werden , die einem Querschnitte , letztere durch alle solche Werthe 
von y und z, die dem Umfange eines Querschnittes angeliören, unter ß 
den fvon bis 2 st gerechneten) Winkel der Normale dieses UmfaDges 
mit der ^-Äxe verstanden ; indessen läsat sielt zeigen , dass diese zwei 
Gleichungen einander widersprechen , , dass also q ihnen zufolge unmöglich 
ist, mithin 6^0 gesetzt werden muss. 

In der That müaste wegen Gleichung (373) das über den ganzen 
Querschnitt ausgedehnte Integral 

oder das ihm gleiche über den ganzen Umfang ausgedehnte Integral 

-->[(f:).-(i).]H-A[(a-@).]-» 
■(0).-(if).^'^"' 

des Umfanges mit der Geraden g = Const. (Fig. i8), unter (v^) und 

(■j— j die Schnittpunkte des Umfanges mit der Geraden y = Const. 

(Fig, 49) verstanden. (Würde der Umfang von der einen oder anderen 
Geraden in 4 , 6 , 8 . - Punkten geschnitten, so wäre nnr J in eine ent- 
sprechend grössere Zahl ähnlich gebildeter Bestandtheile zu zerlegen, um 
_die folgende Scblussfolgening in leicht ersichtlicher Weise auch auf solche 
pi^ ^^ Fälle ausdelmen zu können.) Sind nun aber 

dsi und dsj (Fig. 48) die Bogenelemente 
des Umfanges zwischen den Geraden e^C 
und 0^C-\-dz, so ist wegen 



sein, unter ( 




»»(a+|-)= <i 



/-[(0).-(lf)J=/[-.G^).-^.+-.(a"'^.] 

s~cos 8 
iy 

über den ganzen Umfang ausgedehnt, und ebenso ist nach Fig. 49, w^n; 



=fis 
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dSj und äs^ jetzt die Bogenelemente des Ümfauges zwischen den Geraden 
y=C und y^C-\-dy bedeuten, wegen 




cosi— ßi\= dsjSinßi 



(376) 



über den ganzen Umfang ausgedehnt, also 

und aomit nach (371) auch 

/äs (i/cosß + esinß) = . . . . (376), 

falls das Integral wie in (375) über den ganzen Umfang ausgedehnt 

wird. Indem nun aber die Gleichungen (373) und (375) gemäss der 

voretehenden Ableitung sich gegenseitig bedingen, imd ans letzterer die 



Gleichung (376) dadurch hervorgeht, dass y für 



by' 



üq 



wird, 80 müsste der Gleichung (376) auch eine für den gtouseu Quer- 
schnitt gültige partielle Differentialgleichung entsprechen, die auf dieselbe 
Weise aus Gleichung (373), d. i. aus der Gleichung 






heivo^eht, während doch im Widerspruch damit 

T^ + T- nicht = 0, sondern =2 
oy 00 

ist, — Es bleibt sonach nur übrig, b=0 und 

«=».«. + *■«, +6ift .... (SV7) 
ZU setzen, unter Qg , Q, , Q^ Functionen von y und e verstanden, die für 
y = 3^0 Terschwinden, die femer — nach (371) und (372) beziehungs- 
weise mit ij = 6j = , 6j = 6, ^ , bQ^bi = — für alle Quer- 
echnitlspunkt« den Gleichungen : 






(378) 
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und iDsbeBondere für den Umfang eines QaerachnitteB den Gleichungen: 



17 '»"' + 17*'' 



= ystnß — scosß 
_y'+(2»>— l)g' 



' „ , 2tw+l 
■cosß-\ ^—yesmß 

-^ cos ß -\- -^ stn ß — '^ '-^smß-] ^^^—yecosß 



mteprechen, und die somit ^ 



der QuerBchnittsform abhängig Bind. 

zwei vorigen Nummern ^hal- 



150> — Die Einnihnmg der in di 
tenen Werthe: 

a'=i€^' = a,i =6 = , 

in die für %, ij, ^ gewonnenen AusdrOcke (368) und (369) liefert 

•' »» ^\2' 2m/ ^ff»'" 

f s ys /x' , «* — «*\ 

t» '»i^\2'2m/ " ^ 



^ m ' \6 ' 2m» / ' \bg/a 



Daraus folgt 

ü 

ix 



|i=..-.,.,+,(|_,.)+i|-(iS)^ 



und ergeben sich damit nach (360) die Spannnngen 
liebigen Punkte des betrachtete Eörperstückes : 



D,gt,ZBdbyGOO<^[e 



Gerade atabfOnuige Eerpei. 

T, = — \y — l 

Die Spannungen im Anfangs que rs chnitte YZ ergeben 
sich hieraus mit a:=0, wodarch aber nur der Ausdruelc von a^ speciali- 
sirt wird , während Ty und i^ in entsprocheudeii Punkten aller Quer- 
sclinitte des betrachteten Körperstückos gleich sind. 

151. — Das Stattfinden des vorausgesetzten G-Ieichgewichtszuatandeg 
erfordert nun streng genommen, dass in den Flächenelementen dF^dydz 
der Endfläche F" des betrachteten Stahstiickes 00' = 1 solche äusBcre 
Kräfte wirken , die sich durch MultipHcation von dy dz mit den W^rthen 
(382) und (383) von g^, Vy und i^ für x=l ergeben. Ist aber das 
SyBt«ni der äusseren Kräfte für den Anfangsquerschnitt YZ nach Nr, 143 
nur durch jj^ ^ j;^ ^^ j^^ jjf^ 

gegeben, so lassen sich näherungs weise die Spannungen in diesem Quer- 
schnitte nach Nr. 144 den obigen (382) und (383) für a;=0 gleich 
setzen, falls nur die übrig gebUebenen sechs Constanten 

a Uj Og &g hl bg 
so bestimmt werden, dass 

R^^ß^äF By=fT.,dF E.=ft,dF 

M,=f(yT^'~z%.) dF; My=ßa,äF; —M^=Jy<sAF 
ist , die Integrale über den ganzen Querschnitt F ausgedehnt gedacht. 
Diese Gleichungen reichen zur fraglichen Bestimmung gerade aus und 
geben mit Rücksiclitr darauf, dass nach den Annahmen und Bezeichnungen 
in Nr. 143 fydF=ßdF=fyzdF=Q 

B=ßdF; C=fy^dF; A = B'\'G 
ist, nach (382) und (383) mit a: = : 

sowie für h^ , &, und h^ die Gleichungen : 

■ff ■' 2i ^JH"" 

f=-i„C_t.gE+l/,.,,jp_i, /i"-''^+q»-')/i''-'^ 



2m 
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152- — Die Constanten -6^, b^ und 6, erscheinen hiernach als ab- 
häugig von den Functionen Qg , Q^ und Q^ , auf welche die Function Q 
durch die Gleichung (377) zurückgeführt vurde; indessen ist ea ein be- 

mei^ensirertlier Umstäuij, daas, wenn auch diese Functionen selbst nur für 
bestimmte Querschuittsformeu bestimmbar sind, doch die Integrale 

ond damit nach (385) auch die Constanten &, und \ allgemmn aus- 
gedrückt werden können. In der That ergiebt sich durch theU weise 
Integration nach y : 

' =/[(%.-(^lf)>'-//^S-^^-. 

wo die Zeiger 1 und 2 Eich gemäss Fig. 48 auf ' die Schnittpunkte des 
Querschnittsumfanges mit einer Parallelen zur tf-AxB beziehen, ond da 
nach Gleichung (371) 

ist, worin jetzt die Zeiger 1 und 2 gemäss Fig. 49 den Schnittpunkten 
des Umfanges mit einer Parallelen znr g-A^e entsprechen, so folgt 

oder, da nach Nr, 149, 

Fig. 48! de,= — dsicosß^=dsgcosßg 
Fig. 49: dy = — d8iSin^j«dsjSi»A, 

also 

ist, ergiebt sich: 



by Google 



Nach Gleichung (372) ist aber wegen & = und mit den Bezeich- 
nungen 

-^ ^ «»+f2»K — 1)^» 2»m4-1 
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also auch f^dF=fy{7cosß + Zsinß)ds 

oder, da gemäss einer der obigen entgegengesetzten Schlussfolge 

fyTds CO, ß =fuyY), -(yT)Jdl =//"^ * ä, 
ßzdssmß=f(Z,-Z,)ydy=ff^,dyd>=ff^dyd, 
wt, mit dyde = dF: 

Ebenso hätte eich offenbar 

ergeben, nnd da nnn nach obigen Anedrücken von Y und Z 

is '■ m ^ ^^ 2m 

A(£S=,S 1& + J i^L+lj. 

ist, so folgt schUeBsHch 

J hy ' ' V 2»» m / 

(4m + 5)C+(2m— 1).B 

* 2»t 

J ÖÄ \ 2m m ■/ 

_^ (4«.+ 6)B + (2».-l)C 

* 2ot 
und damit nach Gleichmig (385): 

-B,_, 4(m+1)C 1 i» B, B, 1 

G ' 2». ■ °'-2»i+l SC-Bcl 

a_ 4(«i+l)B 1 m Ji. Ji, I 

G ^ 2m '• '~ 2 m+\aB~EB\ 
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Die Crleiehnng (386) erübrigt zur Bestinminng von J 
sicli danaeh nnr diese CoDstante nicht ailgemein oline 
Specialisirnng der Qnersclinittsform ansdrüoken; zudem 
ist es bemerlceDswertli , dass, während nach (384) und (387) 
die Constanten a Oi a^ b^ b^ 
nur resp. von Bi M^ My Rj Bx 
abhängen, die Constante b^ dagegen im Allgemeinen nicht nur von Mi, 
sondern zugleich von ftj und tj, also von JBy und ü, ahliängig ist. 

153' — Die Emiuhmng der Werthe von a, Sj, Og, h^, b^ nach 
(384) und (387) m die Ausdrüclte (382) und (883) von ff,, Tj und 
Tf für x ^ , d. h. für den Querschnitt TZ liefert mit Bücksicht 
auf (377): 

_B, M, M. , 



». = ^ + 



B 



-y 



(388) 









.■+(a.»-l)y' 



, '•) 

2 m+l £ Väa 2i» / 

— ""»Vis "'"7"'" 2«.+ l O Uj 2S ^ 

, 1 »1 B. />Q, 2m+l \ 



Jt 

i m + l S 
Darin ist &g nach (386) bestimmt durch die Gleichung 



(389). 



es. 



■.[--/(« 



IQ. 

n 



JQ, ' 



<JF 



'] 






mit J.-/' <*'»+ ')"'-('■ 



-l)g« 



j.,|(4^+l) 



:S' — (2»» — l)y« 



ydF. 



2}» 

Der allgeiaeine Charakter dieser ^Formeln besteht darin, daes die 
resultirenden Spannungen in irgend einem Funkte des 
Querschnittes die. Summen derjenigen Spannungen 
gleicher Art sind, die von den einzelnen Kräften und 
Eräftepaaren 

R, By B^ M^ My M, 
herrühren. Dabei hängt die Normalapannnng (Ti nur von B^, My, 
Mt und zwar von My und Hz in gleicher Weise ab, während die Schub- 
spannungen Xy, t^ nur ron Bj, Bi, Mi und zwar von By und Bi auf 
gleiche Weise Abhängig sind. 

DigtizBdbyGOOgle 
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154. — ■ Der Deformationazuatand dea Stabes wird dnrch 
die Grösem §, rj, ^ beetimmt, die nach (380) und (381) ebenso wie die 
Spanniingscoinponent^i lineare Functionen von o, a^, o,, h^, h^, b^, aomit 
anch von Si, Rj, Et, Mi, Mj, Mx sind. An der Stelle eines 
gewissen Querschnittes betrifll die Deformation des Stabes die Gestalts- 
ändemng dieses ursprünglich ebeaen materiellen Querschnittes und seine 
Neigung gegen die Mittellinie, während die Deformation des ganzen Stabes 
oder eines gewissen Stückes desselben zugleich die Aendentng seiner 
ursprünglich geraden materiellen Mittellinie und die relative Verdrehung 
der Querschnitte in sich begreift. 

Die Grleichung der deformirtea Querachnittsflächo 
Mgiebt aicb aus der Gleicbung (380) fui § mit 9^=0, ist also: 

ä=«-!'Q-'(l7)-''*'"-'>'''' • »"'■ 

Die Coordinatenebene YOZ berührt die Fläche im Funkt» 0-, da in 

demselben -r— und -r— := Null aind, und zwar berühren die Axen OY 

oy 02 

und OZ die deformirten Symmetrieaxen des Querschnitt«s , die sich im 
Funkte nach wie vor rechtwinkelig schneiden gemäss dem Umstände, 

dass daselbst nicht nur der Annahme (357) zufolge -^— ^ 0« sondern nach 

oy 

(363) auch -^ = ist 



Was die Neigung der Querschn 


ttsfläcbe gegen die 


Mittellinie betrifit, so ist für letztere, 


nämlich mit y ^= 3 =i Q 


nach (381): 








(392). 



welche hiemach x = entsprechen, 

sind nach Gleichtmg (26), Nr. 11, da die ungehörigen Werthe von 

-r — und -r-^ = NuU sind, die Schiebungen im Punkte des Quer- 

Oy OS 

Schnittes nach den Eichtungen OY, OZ, für die sich also ergiebt: 

Zugleich sind sie die kleinen Winkel, unter denen die Frojectionen der 
Mittellinie auf die Ebenen XY txoA XZ im Punkte gegen die x-Axe, 
^- h. gegen die Nonnale der betreffenden Querschnittsfläche geneigt eind. 

i,Cooglc 
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Der kleine Winkel /, den die Mittellinie selbst im Punkte mit der 
a;-Axe bildet, ist: 

Die Deformation der Mittellinie besteht in ihrer Längen- 
änderung und Krümmung. Die Längenänderung ist nach (380) mit 
y^=g=Q, alBO^^O, für ein Stabstück von der ursprünglichen Länge a; : 

I = OiC , 
falls Rx, also a constant ist, widigenfalls a nur die Dehnung im Punkte 
0, jene Längenänderung aber: 

l—fadx (394) 

wäre , unter a = -■ ^ die Dehnung im Abstände x von verstanden, 

Die Krümmung der Mittellinie ist bestimmt durch die 
Gleichimgen ihrer Projectionen in den Ebenen "KY und XZ, welche, 
wenn (gemäss der Voraussetzung in Nr. 145) aussei den in den End- 
flächen angreifenden keine äusseren Krafte auf das betrachtete Stabstück 
wirken, nach (392) und t393) wären: 

wonach für a: = : -=— i- = — a. , -^^ = — O, 1 

f f ■ ■ t396) 

und für jedes :c: 4^ = --&,, ^= — lA 

siäh ergiebt. Im allgemeinen Falte bei beliebiger stetiger Belastung des 
Stabes setzt sich , was zunächst die Projection der Mittellinie in der 
a^y- Ebene betrifft, ihre Ordinate i; im Abstände x von zusaounen aus 

dem ihrer Neigung -j^- = y.^ iia Punkte gegen die a;-Axe ent- 
sprechenden Antheile =: xy,, und aus den Äntheilen, die den Aenderungen 
= -rp^ dä^ dieser Neigung für die einzelnen Elemente ds:^ von x zusammen 
entsprechen. Von letzteren ist deijenlge, der durch das in der Entfernung sf 

von befindliche Längenelement dx' verursacht wird, ^ (x — a^) , ,•, dx', 

^ dar' 

und ist somit überhaupt: 



'.+f{X-3f) 



d^ij 



=»n + /(a;-a^)^fo' 



r die hier in Rede 
längig Variable uni 
werden kann . oder , 

Google 



indem nach der Vorseteung des in Bezug auf die hier in Rede stehende 
Integration constanten Factors x die unabhängig Variable unter dem 
Integralzeichen auch mit x statt x" bezeichnet werden kann, oder aadi 
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Ebenso ist; i x 

Da die Voranssetzmigeü der biaherigen Entwickelimg auch im allge- 
meinen Fdle für ein unendlich kleines Stabstück als zutreffend zu betrachten 
sind, Bo haben die Differentiolverbältniase dieselben Bedeutungen wie nach 
(395), falls nur die Grössen o^ , a^, &i , bf jetzt auf einen beliebigen 
Punkt der MitteUinie bezogen werden , in welcher Bedeutung sie dem 
Belastungsgesetze des Stabes entsprechende Functionen von x sind und 
mit a^, a,, ß^, ß^ bezeichnet seien. Wird also allgemein 

5^ = -«" d^ = -"«""'«^^ W "> = ££ 

geseUt, so ergiebt eich: 

t] = xy,-^ai^ — xJa^dx — -^JßiX'dx 

^=xy, + a,^—xja,dx~-—jßtx'dx 

Wenn von bis zur Entfernung x davon keine äusseren Kräfte am 
Stabe angreifen, so sind für diese Strecke Bj und Rg constast, also 
auch ßi ^ 6, und j?, = J, , während aus 

öj=aj-]-6,a; und a^^sa^-^-h^x 
folgt, nnter Oi nnd Oj die Werthe von ccj und a, fiir a:=0 veretanden. 
Damit erhält man aus den allgemeinen Gleichungen (396) wieder wie oben : 

iE* a;S 

und analog $==«?'?— «2 "g ^"g"" 

Was endlich die Verdrehung des Stabes betrifil, so war nach 
Gleichung (289) in Nr. 94 der specifische Drehungswinkel ; 

indem auf Grand der dortigen Voraussetzungen die materiellen Haupt- 
axen (dort Symmetrieazen) des Querschnittes als gerade blühende Linien 
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angenommen nerden konnten. Hier ist das nicht znläsaig , im AllgeD 
vielmehr der Drehongs winket nur auf die Tangenten der materidlen 
Hanptaxen im Punkte zu beziehen, also 






\i>xiB/. 




ZU setzen , wo der Index den betreffenden Werth für j/ = und ? = 
bezeichnet. Da nun ans den allgemeinen Ausdrücken von y— und ~- in 

Nr. 160 sich 

J!L = _ 
bxhy 
i,*7i _ 
hxhs 

ergiebt , eo hat — \ die Bedeutung des specifischen Drehungswinkels, der 
dabei positiv gesetzt ist, falls ein Im Sinne der positiven a;-Axe vom 
Anfangs querschnitte YZ entfernter Querschnitt gegen jenen im Sinne von 
OY durch den rechten Winkel gegen OZ verdreht wird. Ist diese von 
Jtf», l{j, iJi abhängige Grösse h^ variabel und wird sie dann für den 
Abstand x von mit ß^ bezeichnet, so ist die ganze Verdrehung des 
Stabstücke B von der Länge x 

= —fßodx (397). 

155. — Die Gleichung (390) für 6^ wird einfacher, wenn der 
Querschnitt in Beziehung auf eine Hauptaxe oder In Beziehung auf beide 
symmetrisch ist. 

Ist OZ Symmetrieaxe, so er^nzen sich für je zwei solche 
Umfangspunkte, die in Beziehung auf 0^ symmetrisch liegen, die Winkel j9 
der Kormalen mit der ^-Axe zu 180", sind also die betreffenden Werthe 
von sinß gleich, von cosß entgegengesetzt, woraus folgt, dass sinß eine 
gerade, d. h. solche Function von ^ ist, die der Gleichung 

f (.-!!) =m 

entspricht, COSß aber eine ungerade, d. h. der Gleichung 

entsprechende Function von y. Denkt man sich diese Functionen in 
Reihen entwickelt , die nach wachsenden Potenzen von y fortschreiten , so 
enthält die Entwickelung der geraden Fonction nur Glieder mit geraden, 
die der ungeraden nur Glieder mit ungeraden Potenzen von y, und ist 
daraus ersichtlich, dass der nach y genommene Differentialquotient der 
geraden Function eine ungerade, der ungeraden eine gerade Function von 
y ist, dasa femer das Product Zweier geraden oder zf^eier ungeraden 
Functionen äne gerade, das Product einer geraden und einer ungeraden 
dagegen eine ungerade Function von y ist. 

In den Grenzbedingungen (379) fiir die Functionen §(,, Q^, Q^ von 
y und S sind somit die rechten Seiten der zwei ersten Gleichungen ungerade 
Functdonen von y, wührend die rechte Seite der dritten Gleichimg eine 
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gerade Function von y ist ; indem dasselbe dann aueh von den anderen 
Seiten gelten muss, Bind Q^ und Q^ ungeraden und ist Q^ einer geraden 
Function von y gleich zu setzen (unbeschadet der gleichzeitigen, vorläufig 
beliebigen A.bhäugigkeit»art von s), so dass 

^ i>z i>y 

eine ungerade Function von y wird. Sofern nun, unter f(y~) eine 
ungerade Fanction von y verstanden, das Integral 

ist, wenn es über den ganzen in Beziehung auf die ^-Äse synunetrischen 
Querschnitt ausgedehnt wird, da die Elementarb es tandtheile desselben eicli 
gegenseitig aufheben , so verschwindet in diesem Falle das Glied mit J{, 
in Gleichung (390) und wird 

Wäre OF Symmetrieaxe, so würde in Gleichung (390) das 
Glied mit By verschwinden, und wären die im Ausdrucke von h^ übrig 
bleibenden Functionen Q^ und Q^ ungerade Functionen von 2. 

Ist endlich derQuerscftnitt in Beziehung auf beide 
Hauptaxen symmetrisch, so verschwinden die Glieder mit i2y und 
iJ,, und wird 



-V(^^-'t)- 



unter Q^ eine in Beziehung sowohl auf y als auf g ungerade Function 
verstanden. 

156. — An der Lösung des allgemeinen Problems fehlt jetzt nur 
noch die Bestimmung der Functionen ^g, Q^, Q^ von y und a 
- gemäss den Gleichungen (378) und (379) nebst der Bedingung, für 
yi^Z^^^Q zu verschwinden. Das allgemeine Integral der Gleichung 

dy^'d!^^ 
unter Q hier irgend eine der Functionen Q^, Q^, Q^ verstanden , kann 
aber (wie überhaupt das einer partiellen Differentialgleichung ersten Grades \ 
mit conetanten Coefficienten und zwei unabhängigen Veränderlichen y, z) 
unter der Form : 

dargestellt werden, unter e die Basis der natürlichen Log^ithmen und 
unter 2 das Zeichen einer Summe unendlich vieler Glieder von der Form 
^gniy+ns verstanden, deren Coefficienten A im Allgemeinen verschieden 
sind und deren Constante m, n alle Wertlipaare haben können, die 
der unbestimmten Gleichnng entsprilten , welche durch Einsetzung von 
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Q = f^f^o* in die Differentialgleichung erhalten irird. Lettre ist 
hier: 

m*-\-n^^O und giebt « = + ml/ — 1 zsc + mj, 

also § = :S^e""!'±^) = 2^e"')'+'') + 2Be"ö'-"> 1 „„„, 

\ . (4001, 

=/■(»+;»)+?(!'->«) •/ 

nnter f und y die Zeichen beliebiger Functionen von y-^'igns^. y — ig 
veratanden, als welche in der That jene mit 2 bezeichneten Sammeu 
unendlich vieler Glieder betrachtet Pferden können, in denen A, S, m, n 
vorläufig (vorbehaltlich ihrer Bestimmung gemäss den Grenzbedingungen) 
beliebige Conatante sind. Die Reihenentwickelnng von e"'& + '^) und 
gnCf— I') ergebt Q = einer Summe von Pruducten conetanler Coefßcienten 
mit allen ganzen Potenzen von y -{- ig und von y — ig, und zwar von 
der ersten Pot«nz angefangen, da fUr y=e = Mich Q^O ist, also 

Q=2A(y-^is)''-i-2Bly — ig)'' mit « = 1, 2, 3 . . . 
oder 

Q = S^{Ä+^)()+i,Y + S-L(^A-^)(y-i,y . (401) 

bei veränderter Äusdracksform der Coefißcienten , die ao gewählt ist, dass 
der imaginäre Factor i ans der Reihenentwickeluug verschwindet. Wegen 

«(«— 1) n(M— !)(»— 2) 

«^=172 ' "»= 1.2.3 •• ■ • 

ist Dämlicli 

^[(j + i'j' + fe— •»)•] = »"— 'li!'"~'«"+».S°""*«'— ■ ■ 

5j[(!' + >2)"—(y—«)"] = »S"~*»— ».»""'»"+■■■ , 
also nHch Gleichung (401): 

+ A,(y'-ii') + B,.2iii 
+ ^(ä(»— 3j(»') + B. (3 »"» — »■) 
. +^(j,'_6y'«' + »') + ü.(4i,'»~4j,»>) 

+ ^(SI"— 10l/V+6y.') + _B,(5!/'«— lO^V + s') 

+ 4,(!(«— 16j,'ii'+16j,'«' — «"j + B.Cej/»« — 20j(V + 6jfe') 

+ + 

Ist nun der Qnerschnitt von algebraischen Linien 
begrenzt, so dass wegen 

sinß dy 

cosß dg 

SWlß und cosß ganzen algebraischen Functionen von y und proportional 
Bind, so können*die Constanten 

Ai A, A, . . . B^ B, 5, . . . 
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den CrfenzbediQguugen (379) entoprecheud beetimmt werden mit Rtlckslcht 
darauf, dasB , nachdem von den Veränderiichen y, S die eine durch die 
andere gemäss der betreffenden UmfongBgleichang ausgedrückt und die 
Gleichnng geordnet auf Nnll gebracht worden ist , die Glieder mit den 
verschiedenen Potenzen dieser übrig gebliebenen Veränderlichen einzeln 
= Nnll Bein mfjssen. Freilich setzt diese Bestimmbarkeit der Constanten 
voraus, dass ihre Zahl nicht kleiner, als die der Bestimmnngsgleichungeu 
ist, denen sie Genüge leisten müssen, wie es insbesondere dann der Fall 
sein kann , wenn der Umfang Ecken , d. h. Stellen mit zwei verschieden 
gerichteten Tangenten hat ; die Schubspannung, die jenen Grenzbedingungen 
gemäss im Umfange tangential an d^iselben gerichtet ist, muss in der- 
gleichen Eckpunkten zugleich den Werth Xull haben , um weder gegen 
die eine noch gegen die andere Tangente geneigt zu sein. 

Wäre der Querschnitt von transcendenteh Linien 
begrenzt, so müsste entweder auf die algebraische Entwickelung des 
Integrals (400) verzichtet werden, oder man könnte jene Linien näherungs- 
weise durch algebraische ersetzen, d. h. die Proportional werthe von sin ß 
und cos ß in Reihen entwickeln, deren Glieder, nach ganzen Potenzen von 
y und B fortschreitend, von einer gewissen Ordnung an vernachlässigt werden. 

157. — Was nun die einfachen Fälle der Elasticität ge- 
rader 8 tabförmiger Körper betrifft,, hinsichtlich welcher von der 
hier durchgeführten allgemeineren Untersnehtmg nach Nr, 142 u. Ä. die 
Bestätigung der Annahmen erwartet wurde, auf Grund welcher diese Fälle 
vorher behandelt und demnächst eombinirt wurden, so hat dieses Combi- 
nations verfahren schon dareh die allgemeinen Bemerkungen zu Ende von 
Nr. 153 und zu Anfang von Nr. 164 seine Bestätigung gefunden, so dass 
nur noch die einfachen Fälle selbst aus den allgemeinen Formeln abzuleiten 
bleiben unter ergänzender Berücksichtigung der früher unerörtert gebliebenen 
Deformationen der materiellen Querschnitte des Stabes. 

Diese einfachen Fälle sind diejenigen, in denen von den sechs Grössea 
B^ K, B. M^ M^ M, 
alle ausser einer = Null sind ; wegen Gleichartigkeit der Einflüsse von 
Sy und iJ, , sowie von My und Mt sind aber nur vier dieser Fälle wesent- 
lich verschieden, entsprechend nämlich den Voraussetzungen, dass 

1) nur fii nicht ^ Null ist: Zug- oder Druckelasticität, 

2) nur My oder Mt nicht ^ Null ist : Biegungselasticität, 

3) nur ify oder R, nicht = Null ist : Schnbelasticität, 

4) nur jj/i nicht = Null ist : DrehungselaaticilÄt. 

Im Allgemeinen können zwar bei der Biegungselasticität My und Mt, 
bei der Seh üb elasticität Ry und ij, beide von Null verschiedene Werthe 
haben, doch genügt hier die Voraussetzung der praktisch allein wichtigen 
Specialtalle, in denen nur eine dieser Grössen nicht = ist. 

158. — WennnurÄinicht = Nun ist, so ist nach (388) 
und (389): 
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und nach (394) die Aenderung der nraprünglichen Stablänge x: 

beides in Uebereinstimmnng mit Nt. 27, Wegen &(,=&, =6^=0 ist 
nach (377) auch Q = 0, nnd deshalb nach (391) die Gleichnng der 
materiellen Querachnittsfläche : 

1=0, 
d. h. diese Fläche eine Ebene, die wegen }'^ = }', 2=0 nach (393) znr 
Mittellinie senkrecht ist. 

159. — Ist nur 3fy nicht = Null, so ist nach (888) 
und (389): 

(Ti =: -^ Z; Ty = T, = 

in Uebereinstimmung mit Gleichung (81). Nr. 40. Von den in Nr. 154 
allgemein mit a^, a^, ß^ , ß^ bezeichneten Grossen , von denen die 
Krümmung der Mittellinie abMngt, ist hier nur a, nicht ^ , jene 
Krümmung also bestimmt durch : 

d'£_ _ My_ 

dx*~ '^~ EB 
übereinstimmend mit Gleichung (82), wnrin ^^lch du,? MiiinaTPii-i.cn ^u^ 
wann ilji. ft laalJSChe ^jinJB Im Sinn H.Her positiven OrdinatOTiaxe (hier 2-Axe) 
o.nn i:R.v f n•\[riilJ^ff^^ ^ j,, h. wpnn der hier mit JHy bezeichnete algebriÜBche 
Werth von M positiv ist. 

Die materiellen Querschnittsflächen sind ebenso wie in Nr. 158 als 
znr Mittellinie senkrechte Ebenen zu erkennen. 

160- — Wenn nur JJ, nicht:r^Null ist, werde zugleich wie 
früher bei Betrachtung der Schnbelasticität (Nr. 81) die ^-Axe als 
Symmetrieaxe des Querschnittes angenommen. Nach Gleichnng (398) 
ist dann fc^ = und deshalb nach (389) : 

3 j»-j-l B\d3 2«( 



_ 1 m B^/dQt 2OT+ 1 \ 
*'~2m+lB\dy m "^V 



(402). 



Nach Nr. 156 ist Q, eine gerade Function von tf und deshalb nach der 
allgemeinen Entwickelnng der Functionen Q in Nr. 156: 

+ A&'-ej'' »•+»')+■■• 

^ = 2Ä,!,+ eB,pz+iÄ,{s'-3st')+ ... (40S), 

Orxhof, Eluttcliit ond FeWlBkeli. 18 ^-- i 
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wobei die Constanten £, , Af, , S^ , Ä^ . . . nach (379) bestimmt sind 
durch die Grenzbedmgung : 

die in allen Umfangspunkten erfüllt sein mus3 und, indem sie nach (402) 
auch in der Form : 

geachrieben werden kann, ausdrückt, dass die resultirende Schubspannung 
T=^KTy* + Ti* in allen Punkten des Umfanges nach der Tangente 
desselben gerichtet sein muss. 

Ale Gleichung der defonnirten Querschnittsfläche ergiebt sich aus 
(391) mit \=(i und Q = h^Q^: 



R, 
' EB 



{Q,-S^l-y't) .... (405). 



Die Ausdrücke, die in Nr. 82 für % und Ti hergeleitet wurden, 
nämlich nacli Gleichnng (199) und (200) daselbst mit 

B = Br, J=B und ip=ß (siehe Fig. 34): 

sind von anderer Form, als die Ausdrücke (402) mit Kücksicht auf (403). 
Insbesondere ist r^ nach diesen früheren Formeln eine blosse Function 
von S , nach (402) dagegen im Allgemeinen zugleich von y abhängig, 
ebenso wie die Querschnittsfläohe (405) nicht nur von Ebenen, die der 
^iS-Ebeue, sondern im Allgemeinen auch von solchen, die der ;ry-Ebene 
parallel sind, in krummen Linien geschnitten wird. Die in Nr. 83 
ausgeführte Prüfung der Ausdrücke (406) blos mit Rücksicht auf die 
erste der allgemeinen Gleichungen (2) in Nr. 2 war also nicht ganz aus- 
reichend zu ihrer ItechUerUgung, und es bleibt noch übrig zu untersuchen, 
ob ihre Fehlerhaftigkeit, besonders in Betreff des Maximal werth es der resul- 
tirenden Schubspannung r in einer gewissen Entfernung s von der y-Axe 
und im ganzen Querschnitte , wenigstens klein genug ist , uro für prak- 
tische Zwecke ausser Acht gelassen werden zu dürfen, 

Indem diese Untersuchung auf solche Qnerschnittsformen beschtunkt 
werden soll, die (entsprechend den in Nr. 84 betrachteten Beispielen) zu- 
gleich in Bezug auf die ^-Axe symmetrisch sind, erleidet die Function Q^ 
eine weitere Einschränkung , sofern sie nach Nr. 1 55 jetzt nicht nur 
eine gerade Function von y, sondern zugleich eine ungerade Function 
von 3 sein muss, somit bei Entwickelung nach ganzen Potenzen von y 
und s 
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^!-=6JS,,«+ 20JS, (,>s-,.>)4 1(407, 

^ = B. + 3B,(j,>-«») + 6B.(!,'-6y-8> + .')+... J 

ZU setzen ist, und zwar sind die hier fehlenden Glieder der Entwickelung 

von Q^ wenigstens von der siebenten, also von — — und — - wenigstens 

von der seelisten Dimension. 

161, _ Für einen elliptischen Querschnitt mit der üm- 
fnngsgleicbung : 

y* . z^ . sinß dy h's 

T^ + -H-= 1 ' woraus ■ ■ ■ t = -- = ~^- 

h^ ' c* cosß da c^y 

folgt, ergiebt sich durch Substitution der Proportional werthe c*y nnd h^z 
für cosß und sitlß in Gleichnng (404) mit liücksieht anf (407): 

Indem hin zugleich der Umfaugsgleiehung entsprechend 

gesetzt wurde , enthält diese Gleichung , wenn die Entwickelung von Q^ 
auf die Glieder mit My und B^ beschränkt wird , nur Glieder mit y*z 
und solche mit s^ , und indem die Summe der einen und der anderen fiir 
sich = sein muss, sind dadurch S^ und S^ gerade' bestimmt, nämlich 

dnrch die Gleichungen : 

B, + 3B, {2c> + 4') = ?^i<;' +?^-S' 

die etwas weniger einfach sich ancli ergeben hätten, wenn nach der Sub- 

. stitution von b^ll ^j für y^ in der ümfangsgleichung die Summe 

ihrer Glieder mit z und die ihrer Glieder mit z^ jede für sieh ^ Null 
gesetzt worden wäre. Aus ihnen folgt : 



al«oB,=»c", 3B,=»— ^ mit (1= ,, , „ , (408). 
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- < 3 , also n < 1 . 



findet man nun aus Gleichung (402) : 



A/, I»» \ 



(409) 



und aua (405) alB Gleichung der deformirten Querschnittsfläche : 

Wenn insbesondere die Ellipse in einen Er ei 3 übergeht, wird mit 
b = e = r und B:r=F—-: 



3m + 2M.( •' «-2s'\| 

' 2m+2F\ r' 3>» + 2r'/l 

m+2S,9. l 




■ (411) 


m+1 Fr' J 




^=-^[(^ + 1)^" + ^' ■ 


■ («2)- 


Die Wertlie von % und r,, sowie von t = K%*+t. 


•, die sieh 


iemaeli mit m = 3 itir «=0, — -r, —r, ~r und r in 


der J-Aie 



und im Umfange, nämlich für y=0 und i/ = Pi ^Vr^ — z^ ergeben, 
sind in der folgenden Tabelle zusammengestellt zur Vergleichung mit den 
Spannungen T^ , die der früheren Gleichung (206J ia Nr. 84 flir die- 
selben Werthe von e und fiir y ^zj/^ entsprechen. 





-1 


Tz 


Ä 

' F 


F 


-§ 




ä,=o 


y=ii 


» = 


y=9t 


a^o 


» = »1 


Sl. (206) 


Ä = 


1,376 


1,25 








1,375 


1,26 


1,333 


'=T' 


1,289 


1,172 





0,303 


1,289 


1,210 


1,291 


'=y 


1,031 


0,937 





0,641 


1,031 


1,082 


1,166 


3 


0,602 


0,647 





0,620 


0,602 


0,827 


0,882 


z = r 
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Während die ScbnbBpannung t nach den früheren Annahmen in jeder 
Entfernung s von der y-Ajte mit der Entfernung 3/ von der 3-Axe nach 
beiden Seiten bis i, zunehmen sollte , zeigt sieh liier thatsachlich dieses 
Verhalten nur für die grösseren Werthe von e, wogegen in der Nähe 
der y-Äze das betreffende relative Maximum von t in der e-Axe selbst 
stattfindet. Auch ist es an diesen Stellen etwas > x, , und ist deshalb 
auch das absolute Maximum von r für den ganzen Querschnitt etwas 

4 S^ 
grösser als ~ -= nach Gleichung (206). In noch höherem Grade würde 

dies der Fall sein, wenn m > 3 angenommen würde, indessen ist in keinem 
Falle jene Gleichung (206) so fehlerhaft , dass ein praktisches Bedürfniss 
zu ihrem Ersätze durch die Gleichungen (411) vorläge. 

162. — Bei einem rechteckigen Querschnitte mit den 
Seiten 2b parallel der y-Axe und 2c parallel der z-Axe ist für diese 
letzteren Seiten: 

C08ß = ±l, smß=0, 
wodurch die Grenzbedingnng (404) übergeht in : 

^_2ot-}-£ ^^^^ ^.^ » = + b 

hy m " " - 

und alle Werthe von £ zwischen c und — c. Daraus folgt bei Be- 
schränkung der Entwickelung von ^j auf die Glieder mit Ej und B^, 
also nach (407) mit 

hy '" ' 2m 

wodurch nun nach (402) für alle Punkte des Querschnittes z, =^ 
wird, somit die Grenzbedingnng für die mit der y-Axe parallelen Seiten 
darauf hinaus käme, dass in allen Funkten derselben t-^ssO, dass also 
nach (402) 

sein müsste für ir = + c und alle Werthe von y zwischen 6 und — h. 
Indem aber dazu nicht nnr die Glieder ohne y, was durch entsprechende 
Wahl von B^ zu erreichen wäre, sondern auch die Glieder mit y^ für 
sich die Summe Null geben mUssten , erkennt man, dass die Erfüllung 
dieser Grenzbedingnng nnmöglich ist. Auch durch die Entwickelung von 
Q^ bis zu einer gröBseren Zaiil von Gliedern ist der Widerspruch nicht 
zu lösen , weil dann auch Glieder mit höheren Potenzen der Coordinaten 
in Betracht kämen , welche die Wahl der weiter hinzu kommenden Con- 
stanten bedingen würden ; es liegt hier vielmehr einer der in Nr. 156 
erwähnten Fälle vor , in denen die Function Q^ trotz des atgebraisohen 
Charakters der Umfangslinien des Querschnittes doch nicht als ganze al- 
gebraische Function von endlicher Gliederzahl darstellbar ist. Dagegen 
würde den Grenzbedingnngen vollständig zu genflgen sein , wenn nach 
Fig. 50 die der ^Axe parallelen geraden Begrenzungslinien durch krumme 
Linien ersetzt würden, die der Gleichung (413^, d. i. der Glrä<dnuig 
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ents^ireclieD, und die somit Theile einer Hyperbel 
sind mit dem Mittelpunkte und der s-Axe 
als reeller Hauptaxo. Damit diese durch die 
Eckpunkte des gegebenen Rechtecks gehe , musB 

m m 

ind iet dann ihre halbe reelle Haaptaxe: 

— cy 1 — ■ ; -, -^- 
' »t-j-1 c* 

nn die so bestimmte QuerachnittsSgur dem 

gegebenen Bechtecke aubstltuirt wird, vae mit um 

1 kleinerem Fehler gesohelien kann, je weniger -3- ■ 



kleiner also — ist, eb ergiebt sich nun mit 







. 1 veraphieden, 



nach (402J 



-Ä( 



~ 2 B "V 



1 B \ »1+1 /' "" 

und als Crleichung der Quersdmitlsfläche nach (405) : 

f—JkJ^( . a«+i ,N 



(414) 



Bei gegebenem Worthe 
der 2-Axe bis 



I « wächst Ty^T mit der Entfernung i 



^ 2 5 



s») für i/ = 4:5 



oder, wenn schliesslich für das Trägheitfimomeut B jener im Sinne der 
£:-Axe hyperbolisch begrenzten Substitutions^ur 50 das des Kechteckea in 

Beziehung auf die y-Axe, also i5 = -—- i^C* gesetzt wird mit F^ ibc: 

^ 2 jPV^ cV 
in Uebereiustimmung mit Gleichung (205), Nt. 84. 

Indem somit die frühere Berechnungsweise der Schubelasticität sich 
für den Fall eines rechteckigen Querschnittes als um so zutreflfender er- 
wiesen liat , je mehr derselbe im Sinne der Schubkraft länghch gestaltet 
ist, werden insbesondere auch bei doppelt - Tförmigem Querschnitte die 
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früheren Formeln msofero wenigstens als biaiänglich zutreflend zu be- 
trachten sein, als es sich um die Scbubspannungen in dem sclimalen mitt- 
leres Tlieile desselben handelt. 

163. — Wenn en d lieh nur jlf^ nicht = Null i s t (Drehungs- -f.) iÜ. 
elasticität), so ist nach (389): 

und bei Voraussetzung eines dopp elt - symmetrisch en Quer- 
schnittes nach (399): 

unter Q^ eine in Beziehung sowohl auf y als auf s ungerade Function 
Tcrstanden, so dass nach Nr. 156 gesetzt werden kann: 

e. = 2iJ,!(»+4i;.(j,>«-i,«')H 1 

dt 

Die in dieaen Ausdriiclten vorkommenden conatanten Coefticienten S^, Ji^ , . , 
sind dadurcli bestimmt, daSs nach Gleictmng (879) für jeden Punlct des 
Umfangee 

sein musS; eine Gleichung, welche nach (il6) auch geschrieben werden 

T^ ^' dy 

und somit ausdrückt, dass die resultirende Scliubspannung z in allen Punkten 
des Umfanges tangential an denselben gerichtet ist 

Nach Nr. 154 ist der specifische Drehungawinkel & = — h^ und die 
Gleichung der deformirten Quersclmittsfiächc nach Gleichung (891) da- 
selbst mit Rücksicht auf (377): 

da^^ und -^ für «=^ = nach (417) selbst = Null sind. 
ity hz " ' 

164. — Ist insbesondere der Querschnitt eine Ellipse mit der 
Gleichung 

y^i^ ^f* ^y ^^ 

folgt, so erhält die Gleichung (41 S) durch Substitution dieser Froportional- 
werthe für sinß und cos (? die Form; 

D,gt,ZBdbyGOO<^[e 
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[(2B, + l)»+...]c"y+[(2B,-l)y+.,.]6"» = 
und sie wird durch beliebige Werthe von y, z, also auch durch die 
Coordinaten aller Umfangspunkte erfüllt, wenn 

Qo=^2Biyz und {2U,-|-l)c«-f(2B, — Ijfei'^O, ■ 

gesetzt wird, mit B= f s^dF= — bc' , C= f y*dF=-r-h^c. 
Indem nun hiemach 



also 




M. 






ist, ergiebt sich nach 


(416): 








r,= - 


4i;c ^-Vc+B 


0.= 


1 Jlf. 

2 0* 




T. = — 


■B+0^(C-B , 
4BC*W-B + 


l).= 


1 Jf. 

2 b' 




in Uebetemsümmung 


mit Gleichung (327) 

1 B+CM. 
' l BG a 


in Nr. 90. Der 
i\B^ OJ 


epecifiaclie 


wie nach Gleichung (241), Nr. 96, udd endlich die Gleichung der Quer- 



echnittefläche : 

j=j.a=-*e.=*|=^,,.l(J,-i)f,.(4i9). 

Sie ist um bo mehr gekrümmt, je mehr 5 und C, also b und c, ver- 
schieden sind. Ein kreisförmiger Querschnitt {B=C) bleibt nach wie 
vor eben. 

165. — Für das Kechteck mit den Seiten 2& (parallel der ^-Axe) 
und 2c (parallel der ^-Axe) ist in allen Punkten der Seiten 2 c des 
Umfangeg : 

ct>s(? = +l, smß=Q, y = irh, 

nach Gleichung (418) folglich; 



,dbyGoogIe 



Gerade stabiOnuige Köcpei. 249 

für jedes s, woraus sich 5j=:^ — — , jeder der übrigen Coeffieienten 
K=s ergeben würde. In allen Punkten der Seiten 2& des Umrangee ist: 

cosß = <i, Sim/9 = +l, ? = + C, 
nach Gleichung (418) folglich: 

-iä!--j, = (2ü,-l),+ 4B.(i,'-3jrc>) + ... = 

für jedes y, woraus sich 5»=-^, jeder der äbrigen Coeffieienten wieder 

^ ergeben würde. Indem aber diese zwei Werthe von B^ sich wider- 
sprechen , ist zu schlieeseu , dass entweder Q^ nicht als algebraische 
Function gemäss (417) darstellbar ist, oder dass die dieser Entwickelung 
zu Grunde liegenden Yorausselzungen (Nr. 145) hier nicht streng erfüllbar 
sind. Analog dem in Nr. 162 bezüglich der Scbubelasticität eingeschlagenen 
Verfahren könnte nun auch hier untersucht werden, wie etwa der Quer- 
sctinitt mit moglichBl«m Anschlnsse an das gegebene Rechteck zu ändern 
wäre, um die Coeffieienten JÖ, , j?^ . . . des Ausdruckes (417) von Q^ 
Indessen können anch die Ausdrücke (221): 



Ton denen in Nr. 88 ausgegangen wurde, und welche für den Fall des 
rechteckigen Querschnittes nach Gleichung (234), Nr. 32, zu 



■' i 

sowie nach Gleichung (245), Nr. 



i}-^)' — If '(-I 



*- V 1 ^ M ^' 



\B^ c) a 

geführt hatten , als eine (dem nur unrollständigen Zutrefien der Voraus- 
«etzungen in Nr. 145 entsprechende) Verallgemeinerung der Gleichungen 

(416) betrachtet werden, die daraus mit Rücksicht auf die Gleichungen 

(417) hervorgehen, wenn u. A. 

tM,= — »1 = — 3»i, = 3n, 
gesetzt wird. Indem aber jene Ausdrücke (234) von Ty imd t^ für den 
rechteckigen Querschnitt diesen Beziehungen nicht entsprechen, sondern 
fflg :^ »j ^ , während m^ und «j nicht = sind , ist ihre Unter- 
ordnung unter die Gleichungen in Nr. 163 nur bei Beschränkung der 
Entwickelung von Q^ auf das erste Glied, also auf 

möglich , entsprechend ; 

,,= G\{2B,~i)y = \^y 
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Daraus folgt: 

J R 1 R f! H 

-1 = ^ 



•>-_! „3 1 Jf. _ 3 / 1 1 \ 3f. 



i((aif,+i) o 8 ' 

wie oben nach Gleichang (245)< Als Gleichung der deformirten Que 
schnittefläche ergiebt sich dann mit derselben Annäherung : 
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166. — Die einleitenden Erklärungen in Nr. 24 und 25 des Torigen 
Abschnittea gelten auch iiier, indem sie sicli allgemein auf stabförmige 
Körper bezogen. Dergleichen mit nrsprflnglich krummer Mittellinie sind 
bezüglich ihres Spannungs- und Deformationszuatandes unter der Ein- 
wirkung äusserer Kräfte besonder« unter folgenden Voraussetzungen von 
technischem Interesse : 

1) dass die Mittellinie eine ebene Curve ist, 

2) dass die Mittelebene (Ebene der Mittellinie) eine Symmetrie- 
ebene des Stabes ist und dass sie 

3) die Richtungslinicn aller äusseren Kräfte enthält. 

In diesem Falle eines einfach gekrümmten, in Bezug auf die Mittel- 
ebene symmetrischen und in dieser belasteten stabförmigen Körpers , der 
zudem als isotrop vorausgesetzt wird , bleibt offenbar auch die deformirte 
Mittellinie eine ebene Curve, und es lässt sich das System der äusseren 
Kräfte fiir irgend einen Querschnht =^ F durch eine im Schwerpunkte 
desselben angreifende resultirende Kraft nebst einem resultiienden Kräfte- 
paare , beide in der Mittelebene liegend , ersetzen. Das Moment des 
letzteren ^ jlt. werde positiv oder negativ gesetzt , jenachdem ee auf 
Vwstärkung oder Verminderung der Krümmung im Punkte der Mittel- 
linie hinwirkt, d.h. auf Verkleinerung oder Vergrössening ihres ursprüng- 
lichen Krümmungsradius = r. Die resultirende Kraft kann in eine zum 
Querschnitte senkrechte Componenfe (Normalkraft) = P und in eine im 
Querschnitte liegende (Schubkraft) =^ B, zerlegt werden , von denen erstero 
positiv oder negativ gesetzt werden soll , jenachdem sie einem Zuge oder 
einem Drucke auf den Querschnitt entspricht. Unter ähnlichen Umständen, 
wie bei geraden Stäben, k^n auch hier vom Einflüsse der Schubkraft 
abgesehen werden , mit um so kleinerem Fehler nämlich , je kleiner die 
QilersuhnittBdimensionen im Vergleich mit der Länge der Mittellinie sind, 
sofern nicht etwa die Breite, d. i. die zur Mittelebene senkrechte Quer- 
schnittsdimension , .gegen die Biegungsazc bin beträchtlich abnimmt. Unter 
der Biogunggaxe eines Querschnittes wird die durch seinen Schwer- 
punkt gehende Normale der Mittelebene verstanden. 
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A. Einfach gekrümmte, in Bezug auf die Mrttelebene symmetrische 
und In dieser belastete stabförmige Körper 

I. ohne BflckBlcht auf die Wirkang der SchnbkrBft«. 

167. — Im ursprünglichen Zustande , d. h. vor der Belastung und 
entsprechenden Deformation des Stabes seien 

F, F' El* ei unendlich nahe benachbarte Querschuitte, 
0, (y ihre Schwerpunkte, • 

ds = rd(p das Bogenelement 00" der Mittellinie, nämlich 
r ihr Kriimmungaradius , dq> ihr Contingenzwinkel bei 0, 
P, P' zwei gleich gelegene Punkte der Querschnitte F, F', 
ij ihre gleichen Entfernungen von den bezüglichen Biegungaaxen, positiv 
auf der conveien, negativ auf der concaven Seite der die letzteren 
enthaltenden , die Mittelebene in der Mittellinie Bchneidenden cylin- 
drisehen Fläche. 
Die fintfemung dieser Punkte P, P' ist dann: 

■■ PP' = ds' = (r^i})dq> = ds-\-ijd(p> 

und sie ändert sich durch die Belastung um die verhäitnissmässig kleine 
Grösse 

J ds' = J ds -\- 1} J df , 
wenn von einer Aendenmg der Querschnittsdimensionen, also auch des 
Abstandes tj abgesehen wird. Bezeichnet nun 

Efl ^ — ■ die verhBltnissmässige Längenänderung, 

(I) = — y^ - die verhältnissmäBsige Aenderung des Contingenzwinkels 

im Punkte der Mittellinie, so ergiebt sich die Dehnung nach der 
Richtung PP' im Punkte jP, überhaupt im Abstände t] von der Biegungs- 
axe des Querschnittes F: 



Jds' J ds -\- ij J dqi^ _ 

ds' ds-\~tjd^ 



,1 1 



(421). 



und die entsprechende Spannung : 

. = £. = £[.. + (»-..)^] 

Während e„ immer ein sehr kleiner Bruch ist, kann w sehr gross 
sein und selbst unendlich gross, falls nämlich r unendlich gross und somit 
d<p= ist. In diesem Falle eines ursprünglich geraden Stabes erscheinen 
obige Ausdrücke von e und a in unbestimmter Form; ist dann aber q 
der Krümmungsradius der defomurten Mittellinie (elastischen Linie), so ist 
Jd<p der Contingenzwinkel derselben, also 
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in Uebereinstimmuiig mit Gleichung (73), Kr. 36. 

168. — Die Grössen e^ und (o im Ausdrucke (421) von a sind 
daduTcli bestimmt, dass die Spannungen für alle Flächenelemente des 
Querschnittes zusammen der Kraft P und dem Eraflepaare M (Nr. 166) 
äquivalent sein müssen. Ist dF ein unendlich schmaler Flächenstreifeu 
des Querschnittes im Abstände ij parallel der Biegungsaxe , so wird diese 
Aequivalenz ausgedrückt durch die Gleichungen: 

P=f,dF^E [e,fdF+ [u,-^)fV^^ 

Jlf=/,oäJ? = £[^/,<i2^+(«-8.)/|^] . 

Von den darin vorkonunenden, auf den ganzen Querschnitt sich erstreckenden 
Integralen ist 

fdF=F, fr,dF=0 
und , wenn / ' = — Fa gesetzt wird, 

somit P = i;f [£(, — « (w — Eo)]; M=FFraiu> — Sa). 
Darana folgt : • 

'^^^"'^ EFra EF\ 
Im Gegensätze zum Verhalten eines ursprünglich geraden Stabes ist 
hier die Dehnung e,) in der Biegungsaxe selbst dann nicht = (die 
Biegungsaxe nicht neutrale Axe), wenn P^ ist. In der That ist c^ 
diejenige Dehnung, welche gloichniässig in allen Punkten des Querschnittes 
F stattfände , wenn derselbe gegen einen unendlich nahe bcnaclibarten 
Querschnitt F' um die Krümmungsaxe gedreht wird , d. i. um die Durch- 
schnittslinie der Ebenen von F und F', die mit der Biegungsaxe im 
Abslande r parallel ist. Somit wird e^ verursacht durch die Momentea- 
summe der äusseren Kräfte in Bezug auf die Krümmungsaxe , welche sich 
(durch Versetzung der Kraft P voru Angriffspunkt« an den betreffenden 
Krümmungsmittelpunkt) ^^ Fr -\- M ergiebt, und durch Gleichsetznng 
dieses Momentes mit dem der gleichförmigen Spannung ESg entsprechenden, 
gleichfalls auf die Krümmungsaxe bezogenen Spannungsmomente FSf, Fr 
entsteht wieder obiger Ausdruck von e^. 

Mit der Bezeichnung; Po = P-j ...... (422) 

ist eo=-Ä^; w = i(-Po+— )i w— 60 = .=^ (423) 

" EF EP \ ' ra/ " EFra 
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iidd damit nach Gleichung (421): 

Fff = Po + — -T- (*2i). 

" ' ra r~f~i} 

Die grösaten Absolutwerthe von a finden in denjenigen Punkten einea 
Querschnittes statt, irelche von der Biegungsaxe «m weitesten entfernt 
sind ; diese grössten Abstände seien e^ fiir die conveze, e^ für die eoncave 
Seite der Fläche der Biegungsoxen , aofem niclit e, = ^ ist und dann 
beide grösate Abstände mit e bezeichnet werden. 

Ist q der durch die Deformation der Mittellinie geänderte Werth 
von r, eo ergiebt sich ans 

ds = rdff und ds -\- Jds = $ id<p + ^dfp) 
durch Division beider Gleicliungen : 

und daraus nach (423) : 

M 
r l-\-(i) ' ra 

Mit Rüclisicht darauf, dass £g stets ein seijr kleiner Bruch ist , kann auch 
näherungs weise gesetzt werden: 

___ M 

e r~^ EFr^a 
Ist r sehr gross im Vergleich mit den Querschnitts- 
dimengionen, so ist mit sehr kleinem Fehler 

=^ dem Trägheitsmomente des Querschnittes für die Biegungsaxe , womit 
nach Gleichung (424), wieder bei Vernachlässigung von tj neben r: 

wird, und nach Gleichung (426); 

|=I+J^ -«■ 

Hieraus ergeben sich wieder die Gleichungen (81), Nr. 40, mit r= oo und 
P=0, also Pa = 0. 

169- — Die Grosse a ist nach voriger Nummer definirf durch di« 

Gleichung : 






FJ r+j; 



(429), 



worin das Integral zwischen den Grenzen )j= — gj, und t;=^ei zunehmen 
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ist nach Substitution des der betreffenden Qaerschnittsform entsprechenden 
Ausdnickee von dF. 

%. B. für einen rechteckigen Querschnitt von der Breite h 
und Höhe 2e ist 

e, = ea = c, F='2.eh, AF—hA^, 

= _J_L-H«^=-l + ~^^^ • (*30). 

2e V )■— e/ ' 2 e r~e ^ 

Nach einer bekannten , wegen e -< r hier jedenfalls convergenten Reihe ist 

1+'- 

foi— I— = ;« = 2( \---^Jf.~~-\-. . .) 

r—e e_ \r ' 3 r* ' 5 r* ' / 

r 
and deshalb auch 

"=1^ + 4^ + 1^ + (-). 



lat der Querschnitt ein Kreis mit dem Radius e, so bt 

~1 






Setzt man , nm den Ansdruck unter dem Integralzeichen durch Einfiilirung 
einer neuen Variablen x statt rj rational zu machen, 



folgt —,,'= — 2er,x+^'x'■, ti= ^ 
2ea; / 2ex^\ 
nVc'^n'i, .! + «'■ ^° i + x-> 2e{l + ''')- 


-iex' 







r+^ex-\-rx' (l + x')' 



also, da für jj^-i-e: x'=^ 1-=t4_1 ist, 

1) T 



«=-^/ 



»(1 — a;*)'»;! 



(1+21. i + a; >)(! + »;')' 



(432). 
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Die Function unter dem Integndzeichea kann, wie dnrch bekannte 
Methoden zu finden und Übrigens leicht nochtr^lich zu verificiren ist, auf 
folgende Weise In ParüalbrQche zerlegt werden; 

x{l — x*)' _ 

(l-\-2nx-i-x'){l-\-xy ~ 

^ 1— «' / 1 1 \ J_ X _ 2_ x' 

" 2m' \i + 2M3;+a;* l-^-x^)'^ n^{l + xy n (l+a;*)' 
und wird dadurch das Integral in Gleichung (132) auf die folgenden vier 
einzelnen Integrale zurückgeführt : 

/ dx r dx 1 r , x~\-n 

^^2nx + x-~J \-n^+{x+ny-YT^^J """^yr^^ 

2) y o^, — Of*) 1 — »rolj (— 1) = 2 oci^ 1 = y . 
—I 

f xdx _ 1 fd{l + s') 1 1 . , /■' xdi 

J {l+x')'~ iJ (l + x')'~ i i. + x>' '7(1 + 1')'" 

f "'<'" - ' f^ <'('+»■) _ ' r^^ ' 1 

V (l + a;>)'~ 2j'(l+x')'— 2 7 *"2(l + a:')' 

^ I V «i» ^ ^ I l/-l -^'+l+:^' ._ 

4(1 +a:")'' iJ (! + »■)' 4(l+a;')'^ 87 

"^ 4(i+pp+'87 VT+ji + r+iv 



4(l+i')' ' 8 1+a;' ' 



(!+»')' 



8"""- 8(l+s')>^ 8 

[(wc/jf 1 — arctg ( — 1)] ^ 



wctgx 



16 



Hiermit ergiebt sich nach Gleichung (432) : 
^ 8» r i — »' / 1 TT ?r\ 2 ?r~| 
"~ IT L 2m» V^i „«» 2 2/ « leJ 

= ^(l-/l=SS)~l = 2^(^-^^-l)-l . (4S3). 
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Ist w = — ein hinlänglich kleiner Bruch, so kann auch mit 

gesetzt werden: 

Derselbe Ausdruck (433) reap. (434) von a gilt aach für eine 
Ellipse, deren Halbaze in der Mittelebene = e ist; denn in der die 
Grösse a defioirenden Gleichnng (429) haben alle Flächenatreifen dF 
dieser Ellipse zu den ont§prechenden (einerlei Abstand tj zugehörigen) 
Flächenstreifen des Kreises mit dem Radius e dasselbe VerhältnisB vie 
der ganze Inhalt F der Ellipse zu dem des Kreises, nämtich das Ver- 
hältniss b:e, unter b die in der Biegungsaxe liegende Halbaxe der Ellipse 
Terstanden. — 

Behufs allgemeiner Beihenentwiekelung von a bei 
Voraussetzung eines kleinen Verhältnisses der Querschnittsdimenaionen zum 
Krümmungsradius r ergiebt sich aus 

wegen J'rjdF=0 und mit den Bezeichnungen: 

„=^_^4.^_i; + 



, (435). 



Ist der Querschnitt nicht nur in Beziehung auf die Mittelebene, sondern 
auch in Bezieh ong auf die Biegungsaxe symmetrisch, 
80 ist 

fil^dF — fr)^dF...=Q, also sr = t. ■ ■ =0, 

f^ &* Jt« 
folglich „ = I_ + ±. + ^+ (436), 

worin die Reihen (431) und (434) als besondere Fälle enthalten sind. 

170. — Die Crröasen P und M, welche bekannt sein müssen , um 
nach Gleichung (424) die Spannung a in jedem Punkte berechnen zu 
können , enthalten neben den gegebenen primären auch die secundären 
Susseren Kräfte, d. h. die Reactionen von Stützpunkten und Befestigungen, 
die häufig nur mit Rücksicht auf die Deformation der Mittel- 
linie gefhnden werden können. 

Ormhor, ElutlaltKt undFcitlgkdt. . 17 
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Sind m dem Ende (Fig. 61) OX und 07 rechtwinkeUge Coordinaten- 
n in der Mittelebene, 

Äff und Ä rwei Punkte der Mittel- 
linie mit den Coordinaten x^, y^ und x, y, 
^■^„^ <Po und 9" die Winkel der 3;-Axe 

- mit den Normalen A^No und A^ der 

Mittellinie in den Punkten A^ und A, 
Bo ist die Aenderang , welche die gegen- 
seitige Neigung dieser Normalen durch 
die Defonnstion der Mittellinie eritihrt: 

^{(p~fpt)=J^d<p^fu>d,f. . (437), 

und wenn diese Aendemng fQr ein Punktepaar Af^, A den Bedingungen 
der Aufgabe gemäss gegeben, insbeeondere z. B. ^^ Null gegeben ist, so 
eriiält man dadurch bei Substituüon des Ausdruckes (423) Ton oj eine 
Bestimraungsgleichung für die in den Ausdrücken von P und M tot- 
kommenden unbekannten CoQstaut«n. 

Nöthigen Falls können ferner die Aenderungen 
J(x—Xa) und J(y — yg) 
der Coordinatenunterschiede in Betracht gezogen werden , die vielleicht für 
dasselbe oder für ein anderes Punktepaar gegeben oder an eine gewisse 
Bedingung geknüpft sind. Dieselben sind bestimmt durch die verhältniss- 
mässigen Aenderungen w und Gg des Krümmungawinkels und der Länge 
alter Elemente ds des zwischenliegenden Bogens Af,A ensammen , sowie 
durch die Richtungsänderung z/tp^ oder ^tp dieses Bogens am Ende A„ 
resp. Ä. Was zunächst die Differentiale 

dJ{x — x„) und dJ{^ — Pa) 
betriß, die von der Aendemng /J d<f)^ Oidfp des Contii^enzwinkela und 
von der Dehnung t^ des Bogenelementes ds bei A herrühren , so wird 
vermöge der einer Drehung um die Biegungaxe A gleich kommenden 
Aendemng ojrfy der Punkt A^ relativ gegen den Punkt A nach der 
Kichtung A^S der Senkrechten zur Sehne AA^, verschoben, und zwar 
um die Strecke AA^ . tadgi; vermöge der Dehnung Cg dagegen erfolgt 
eine relative Versclüebung parallel der Tangente A T aa Punkte A um die 
Strecke c^ds. Daraus ergiebt sich, wenn der Winkel A^SX mit ij! 
bezeichnet wird, 

dJ {xa — x)=! — AAn.(adg>.eosrp--\~ s^ds . sin tf 
dJ (y — ^o) = -^-^ . w dy . sm t/» -|- ti^ds ■ cos <f> 
oder wegen AÄ^.cosip=^y — y^' -^j!«-«»« V^^o — ^ 
und, wenn dx und dy die Aenderungen der Coordinaten x, y beim 
Uebergange vom Funkte A zu einem im Sinne TA, d- i. im Sinne A^A 

unendlich nahe benachbarten Punkte, -=— und -r— folelich =^ cosinus 

ds ds ^ 

und sinus des Winkels z wisch m den Richtungen TA und OX sind, 
w^n 



,dbyG00g[e 



Eramme stabfSiTnige ESrper 






. (438). 



dJ{x^ — x) = — (y — jfo) (u dq) — «0 Ax 
dJ{y — yo) = (^0 — ^) fa d(p -\- i^dy 
und daraus darch Integration, d. i. durch Summirung der von allen 
Elementen des Bogens A^A. zuaammen herrühreDden Bestandtheile : 
J{x^ — x) = C^—/yo}d(p-{-yaf<ad^ — fe^dx 
■^i:!f — yn) = Cj~/xf^d<p-^Xafo}dq)-\-feady. 
Die IntegratJonsconstanten C^ und Cy aind diejenigen Aendeningen 
von x^ — X resp. y — y^t ^'^ '»n der Eichtungsändetung J<p der Nor- 
male AN oder von der Richtnngs&nderung ^(p^ der Normale A^N^ 
herrühren, und indem erstere eine relative Vergchiebung von A^ gegen^ 
A im Sinne SA^ im Betrage AA^. J(p zur Folge hat , ist 

C^= AA^ ■Jtf.cos}p = (if — ya)Jtp = (^ — y^) {J(p^ -{-J sadtp) 
€y = — ÄA^ . Jif .sinip^ (x — Xf,) Jtp = (x — x^ i/^^o -\~/^dfp) 
mit Rückgicht auf Gleichung (437). Hiemach ergiebt eich schliesslich: 
J{x~Xa) = — {y—y^)J(p^-\-fyü)d(f> — y/wdq)-\-f%dx\ 
J (if — ^o) = (^ — ^o) ^^0 — J^ wdip'}- xjio dip -{--'fe'idy ..} 
Die Integrale Bind dabei von <p^, Xf,, % als unterer h^'g), x, y als 
oberer Grenze zu nehmen. 

171. — Als Beispiel werde zuvorderst ein stabförmiger Körper mit 
constautem Qnerschnittei^und kreisbogenförmiger Mittellinie BB^Si = 2rß 
(Pig. 52) betrachtet, welcher, bei £ 
und B( verschiebbar gestütet, aber 
durch die entgegengerichteten Kralle 
B,S bezüglich seiner Ausatreckimg 
längs der Sehne SS^ beschränkt, in 
der Mitte bei Bq von einer Kraft 
= 2Q, normal gegen jßjß, gerichtet, 
angegriffen wird, 

Für einen beliebigen Querschnitt, 
dessen Schwerpunkt A durch den 
Winkel Bg OA ^^ <p bestimmt ist, 
- ergiebt sich mit Rücksicht auf die 
bei S angreifende Kraft jS und Stützenreaction Q: 
P = — Qsm<p — Scosg> 
M= — Qr(sinß — sinq))-\-Br(€osg) — cosß) 

M ' 

— = ~Qsmß — Bcosß-^-Qmi^-^Jicos 




'^+'. 



=A= 



Qsmß — Bcoaß 
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und nach Gleichung (424) für die Spannang a in der Eotfemung ij Ton 
der Biegnugsaxe: 

Im Querschnitte bei B^ (ip = 0) ist 

und Im Qaerachnitte bei B(^^^ß): 

Fü = P,. 
Zwischen B^ und B liegt ein roUtiTBr BnmhqnerBchnJtt B" , wenn filr 
einen zwischen und ß liegenden Werth von y 

Q sin f -{- B eos f ein Maximom, 
also Qcosif — Bsmip = 0, 



: Fall, dann ist an dieser Stelle 



und 

F« = P, + ^(P, + yQ^+W)^ . . C442). 

Der gröeste Absolntwerth von a ist einer der Absolutwertha der Spannungen 
Ol und (Tj, welche, beziehungsweise JJ^Ci nnd ij= — gj entsprechend, 
nach Gleichung (441) und (442) im Querschnitte B^ oder B' statt- 
finden. 

Was die Deformation der Mittellinie betrifll, so ergeben 
sich mit Bezug auf das aus Fig. 52 ersichtliche CoordinatensTStem, indem 
die Punkt« B^ und £ an die Stelle der Fnnkte A^ und A in Fig. 51 
gesetzt werden , die durch die Belastong verursachten Aendemngen ^ h 
und ^b der Dimensionen 

h = MSo=Xo — X nnd h = MB = y — % 
nach (488). Da die Mittellinie offenbar symmetrisch in Bezug auf die 
x-Aze, diese ihre Normale im Funkt« £q bleibt, also ^(pf,:=:0 ist, 
ergiebt sich zuvörderst mit 

x=srcosf und y=:r sinq> 

ß ß '™^ 

— Jh =Jr smtp-wdtp — rsm ß/ut äqi +yso ^^ 

oder nach (423) und (439) mit 
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S — smß cosß 



._b55V] 



= JP.(l-o»/»)+-l[p.(l-<»«+«^ 

Mit Rücksicht auf den Ausdruck (439) von Pq kann diese Gleicliung auf 
die Form gebraclit werden: f5=~ it. ,'; — .,', rrij 

^(_^Ä)=<3[i-^(l_co32^)+-i/-(^)] 

mit f(ß) = ß—2smß-\-~sm%ß — -^ßm2ß 

fp(ß) = — --\-cosß — -m2ß—-^ßsm2ß 

Weiter erhält maa nacli (138) mit obigen Ausdrücken von Eg und tu: 

Jh = — Jr co8(p.iad<p'\-rcos ßjta dip + /co ^J/ 

?lji^-P,Jß-l[p,si»ß+QJ!^^ + B^^+S^-q 

+ mß [P.ß + ~lP,ß+Q{l-«,sß) + Bdnß]] + P,si«ß 

=P,ßmß+^[F,{-si«ß + ßmß) + 

+ Q{-S!^+cosß-m-ß) + B{-a:^^f^+sinßco.ß)l 

eine Gleichung, die mit Rücksicht auf den Äusdnick (439) von P^ auf 
die Form gebracht werden kann: 

mit if(|S)=|9-.|-m»2|S+-l-/S(»»ajS=a((»—s».j») — /■(/() 

wobei f(ß) und f{ß} die oben unter (443) angeführten Bedeutungen haben. 

I, Google 
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Für einige besondere Winkel ß haben die in des Gleichungen (443) 
and (444) vorkommenden verschiedeaen Functionen von ß die folgenden 
Werthe : 

^ = 30» 46" 60» SO» 

Y/»«»2/? = 0,2267 0,3927 0,4534 
~ß(.i —cos2ß) = 0,1309 0,3927 0,7854 1,5708 

~ß{l-\-cos2ß) = 0,3927 0,3927 0,2618 

f(ß) = 0,0422 0,1212 0,2265 0,3562 

g>{^) = 0,0143 0,0644 0,1715 0,5 

tt>iß) = 0,0050 0,0354 0,1359 0,7854 

Ist ß ein kleiner Winkel, bo findet man doich Beibenentwickelung 
bis zu den Gliedern mit ß^s 

±ßsin2ß = ß'~-^ß^ 
±ß{i-cos2ß);=ßU ^ß{i-\-c082ß)=ß-ß' 

172. — Wenn der kreisbogenförmig gekrümmte Stab- 
förmige Körper (Fig. 52) längs den Stützflächen bei B 
und £| ohne Widerstand gleiten kann, so istfssO, also 



y>tgß , die Spannung im QuerschiUtte £„ am grössten und zwar nach 

h+~7^ ■ ■ ■ <-) 



B' 

(441) = dem Absolutwerthe i 

Qsinßf 
F 

für i?=C] oder i;=! — e^. Je kleiner e, und e^ im Vergleich mit r 
sind, mit desto geringerem Fehler kann diese Spannung: 

, = -- «^ii »a „„h (436): «=£, 

also auch ff= — „^ -^^=Qrsmß^p 

gesetzt Verden = der Spannung im milderen Querschnitte eines geraden 

Stabes von der Länge BBi^2rsinß bei Belastmig durch die in der 

Mitte angreifende Kraft 2Q. 

In diesem Falle, dass die Querschnittsdimensionen im 

f 
Vergleich mit r klein genug sind, umo=~ setzen zu 

können, kann im Ausdrucke (443) von ^h auch 
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-i-^(l-<»2/»)geg.n -!/•(« 

^^(1 — cos2ß) und f(ß) von einerlei Gritesen- 
ordnung aiadf so dass sich erg^ebt ; 

Ist BUgleioh /? ein BO kleiner Winkel, dase nach voriger Nummer 
f(ß)=--^ß' gesetzt werden kann, ao ist diese Senkung des Scheitels fg 
des schwach gekrümmten Stabes: 

.._ Q (rßy_ Q &'_2(?(26)' 
EJ 3 ~E7" 3 ~.Ey 48 
ebenso gross wie die eines geraden Stabes von gleiclier Länge in Folge 
seiner Belastung = 2Q in der Mitte gemäss Gleichung (147), Nr. 61. t 
Uebrigens ist auch, wenn ß nicht Behr klein ist, doch die Senkung des 
Scheitels nur wenig grösser ; setzt man 







- 


Jh 


-S^»"'» 


rsmß, 






BO 


findet ma 


n für 


»= 


= 30» ih" 
= 47,4 46,7 


60» 
46,0 


90" 
44,9. 








In dem Ausdrucke 


(444) von Jb 


darf, 


wenn 


auuh 


1 _ 


grosse Zahl 


ist, doch 


nicht allgemein 
















-' 


^Psm2ß g.ge. 


1 


w 







vemachlaBsigt werden, weil, wenn ß ein kleiner Winkel ist, -x- ß sin 2ß 

eine mit ß*, dagegen <p{ß) eine mit ß^ vergleichbare Grösse hat. Somit 
ist dann 

='§jr'\y(ß)-'\ß<im2ßC^ (447). 

Ist zugleich ß ao klein, dasa nach voriger Nummer 

9iß) = ^ß'- "'^d \ßsm2ß = ß*-^ß*- 

2 
gesetzt werden kann, so ist in letzterem Ausdrucke— -f9* gegen ß* zu ver- 



bat, und somit zu setzen : 
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mit b = rß, oder wegen Ä=r(l — cosß) = -^ 

Wäre 6^^— /'s: 4,8/*, z. B. bei rechteckigem oder ellipüscliem Qaer- 

schnitt« mitf* = ~e^ resp. --j-e* ! &*=l,6ö* resp, 1,2 e*, so wäre 

i^ft^O, dag Verhalten des Stabes folglich dasselbe, ala ob er an den 
Enden um feste Axen drehbar wäre. Indessen würde das einen Stab 
voraussetzen , dessen Länge seine Dicke nur wenig übertrifiil. Anderen 
Falles ist_^& positiv und unter sonst gleichen Umständen der Pfeilhöhe 
h proportional. 

173. -r- Ist der kreisbogenförmig gekrümmte Stab 
(Fig. 52) andenEnden beiS undf^ umfesteAxendrehbar, 
80 ist Jh^Q, folglich nach (444): 



p{ß) + a.-ß(\^COS2ß) 



uad ergeben sich durch Substitution dieses Werthes von B in (441), 
(442) und (443) die Spannungen in den Querachnitlen bei 5q und B* 
sowie die Durchbiegung :^= — i^Ä im Scheitelpunkte B^- 

Ist z. B. die Mittellinie ein Halbkreis (^ = 90"), so ist 



''(f) T 



< i,,.:. '■» 



und die Lage des Bruchpunktes & bestimmt durch den Winkel 

(p = ardg-~^ arc tg — =^ 57* 31'. 

Nach (439) ist ferner Po = — Q und deshalb die Spannung in der Ent- 
fernung tj von der Biegungsase im Querschnitte bei jB^ nach (441): 

und im Querschnitte bei B' nach (442) : 

,=|[-.+^(-:+>/rT5)4,] 

_<i( , 0,1854 ; \ 
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In welchem dieser zwei Qnetschnitte und ob auf der convexen oder con- 
caven Seite in grösster Entfemimg von der Biegungsaxe der grösste Abso- 
Intwerlh tod O stattfindet, hängt von der Form nnd von den verhältniss- 
mäsfligen Gröesen der Dimensionen des Querschnittes (verglichen mit r) 
ab ; unmittelbar ist aber ersichtlich , dass er in grösster Entfernung = e 
(fii oder e^f jenachdem ei>^ oder ßj>ei) von der Biegnngsaxe des 

Querschnittes bei fg stattfindet, Trenn — ein kleiner Bruch ist. Xst lets- 

ao ist jene Maximal- 

spannung näherungsweiae 

= 0,3634-|;^-^=0,3634 Qr-j, 

d. i. im Verhältnisse 0,3634 kleiner, als miter übrigens gleichen Um- 
ständen im Falle der vorigen Nummer. 

Die Dnrchbiegung im Scheitel des halbkreisförmig gekrümmten Stabes 

ist nach Gleichung (443) und mit £ = — Q: 

= (0,0379 + 1,57 o)^ 



-<y»=(o,0379+l,67^)Ar 



Für einen verhaltnissmässig (verglichen mit r) d (i n n e n 
und zugleich schwach gekrümmten Stab sind a und ß kleine 
Brüche, und kann dann nach (449) mit Rücksicht auf die Angaben am 
Schlüsse von Nr. 171 



« «(C-C) <■ 1-/»" 

gesetzt werden, oder auch noch einfacher: 

d. i. mit h = rß tmd h = r(\—mß) = -^rß^, 

womit sich nach (441)^(443) die Spannungen in den relativen Bruch- 
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querschnitten und die Durchbiegung im Scheitelpunkte B^ ergeben. Aus 
die§er Gleichung (450) folgen anch wieder die acbon in roriger Nnmmer 
aagefUhrten zusammengehörigen Werthe 

S = 0, Jb=0 für 6" = — /». 
6 

174. — Ausaer den in den zwei vorigen Hommem betrachteten, 
durch S=0 resp. Jb=0 charakterisirten Fällen ist femer noch der 
Fall bemerkenswerth , dasa S und ^b nach einem gewissen Verhältnisse 
einander proportional Bind , indem etwa die Enden B und JB^ des Stabes 
durch eine gerade elastische Stange verbunden sind ; ist E^ der Elast!- 
(ütalsniödül und Fi der Querschnitt derselben, so ist 



wodurch in Verbindung mit Gleichung (iii) B und /ih bestimmt sind. 

Wäre der Stab an den Enden_eo^ eingeklemmt j_ daea die Nonnalen 
seiner Mittel!imB~~3äseresi "" clie RicJitungen BÖ und B^0 (Fig. 52) be- 
halten müssen, so käme das Spannungsmoment in diesen Endquerscbnitten 
als weitere Unbekannte hinzu, die in die Ausdrücke von P und M, resp. 



mit Rücksicht auf den Augdruck (423) von ta bestimmt wäre. Hierbei 
könnte der Stab bei B und B, in zwei Körpern eingeklemmt sein , die 
längs der Sehne BBi widerstandslos verschiebbar [B^O), oder un- 
beweglich (Jb=0)f oder dnrch eine nachgiebige elastische Stange ver- 
bunden resp. aussen g€^;eii elastische Widerlager gestützt sind (-^-^ Const.j ■ 

Durch gleichzeitig veränderte Annahmen hinsichtlich der Belastnngs- 
weise und ursprünglichen Form der Mittellinie könnte eine noch grössere 
Mannigfaltjgkeit besonderer Aufgaben gebildet werden, die auch zum Tlieii 
von technischem Interesse sind (z. B. für den Brückenbau und bei anderen 
Eisenconstructionen), auf deren Besprechung aber hier verzichtet wird, da 
sie neue Gesichtspunkte von principieller Wichtigkeit, kaum darbieten. 

Der Zusammenhang eines Ringes von constantem 
Querschnitte =: Fund kreisförmiger 
Mittellinie (Radiu8 = r) sei an einer Stelle 
(bei A, Fig. 53) so unterbrochen, dass die End- 
flächen sich daselbst eben ohne gegenseitigen 
Druck berühren. Wie weitt= 2a kann hier der 
Ring geöffnet werden durch zwei entgegengesetzte 
Kräfte *Q, die in den Endpunkten tangential an 
die Mittellinie geririitet angreifen, und wie gross 
ist In Folge dessen die grösst« im Ringe statt- 
findende Spannung? 
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Wenn die Punkt« A, Ä^ in Fig. 53 dieselben Bedeatungen wie die 
gleich bezeichneten Punkte in Fig. 51 haben, bo ist mit Bezug auf das 
aus Fig. 53 ersichtliche Cootdinatene^stem nach Gleichtmg (438) mit 

a = J(jf — Jo) = — fr cosg>.(i)dip — r/w d<p + Aq rcosfpätp 
oder wegen P=Qcostp und M= — Qr (^l -\- cos ^) , 
also nach (422): P^=P-\- — = —g 

„a n.h (423): ..=-^, J-^(,+l±^) 
aEF 1 » . /, , 1\ /, , 3\ 



" V^iJ EF 



EF ' ' 
Ffir die Spannung hat man nach (424) dia Gleiohnng: 



(451). 






Sie ist am grösaten im Querscbnitte bei A(,{gi^O) = dem Absolnt- 
werthe von 

"=-10+1-^) • ■ • ■ <-) 

ffir i; = «j oder tj = — e^. 

Sind die QnergchnittsdimenBionen so klein im Ver- 
gleich mit r, das» nach (436) :a=^ zu setzen ist, so kann 
die halbe Oefihungsweite : 

3 Or 3 Or» 

«-sH-lf^T^ir ■ ■ ■ ■ '"=' 

und der gröeste Absolutwerth von ff, entsprechend der grösstcn Ent- 
fernung ^=: e von der Biegungsaxe ; 

*=IIt = '«'-7 • ■ • ■ <«*> 

gesetzt werden. Ist insbesondere der Querschnitt ein Kreis mit 
dem Radius e, so ist die Grösse der Kräfte Q, durch welche der Bing 
um 2a=:2e, d. i. so weit geöfihet werden kann, wie nöthig ist, um 
einen anderen gleichen Ring (zur Bildung einer Kette) einhängen zu 
können, mit 

a^e und J=— — 
n»,h(463), . « = |£^^ = l^i;. .... (455) 
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nnd iat dabei nach (454): 

Sollte dadurch der Ring keine bleibende Deformation erleiden und deshalb 
etwa A< sein, so müsste 



sein, woraus ersichtlich ist, dass fragliche Forderung nur bei ungewöhnlich 
weiten und dännen Ringen erfüllbar w£re. Ob eB eher möglich ist, wenn 
die Kräfte Q normal zur Mittelebene gerichtet sind, ergiebt sich aus der 
Untersuchung in Nr. 189. 

176. — Ein ringförmiger Körper von constantem Quer- 
schnitten F und kreisförmiger Mittellinie (Radius = r) 
sei an einer Stelle so weit offen, dass, wenn er (nach Art 
der Ramsbottom' scben Kolbenringe) in einen etwas engeren 
j.^ Hohlcylinder eingezwängt wird, die 

. ' Endflächen an der Ringöffnung bei A 

(Fig. 64) sich fast berühren. Wie vertheüt 
sich dann die Pressung ^p pro Längeneinheit der 
Mittellinie zwischeu dem Ringe und der Cylinder- 
wand, und welches ist die grösste im Ringe hervor- 
gerufene Spannung? 

Insoweit die Berühraug stattfindet, ist die de- 
formirte Mitt«llinie wieder kreisfonnig, aber von 
kleinerem Radius = q , wenn der innere Radius des 
Hohlcylinders = fl -f" ^i *^ '' 4" ^i "'■ Unter der Voraussetzung , dass 

— und — hinlänglich kleine BrQohe sind, um a= ^ setzen zu können, 
r r . r* 

ist dann in den bMreffenden Ringquerschmtt«n nach (428) das Spannongs- 
moment : 




^=Ej{^-L) (157), 



also constant. Das kann, da das Moment des vom Hohlcjlinder auf den 
eingezwängten Ring ausgeübten Normaldruckes für die Querschnitte von 
A. bis Äq ofienbar stetig zunimmt, nur dann der Fall sein, wenn bei A 
ein gewisser Radialdruck = Q (Fig. 64) auf jedes der beiden Ringenden 
concentrirt ausgeübt wird, und zwar kann es auch nur in der dieser Stelle 
A gegenüber liegenden Binghälfte A^ A^ A^ der Fall sein, läi^ welcher 
von A^ resp. A^ bis zur Mitl« A^ das Moment der bei A angreifenden 
betrefienden Kraft Q stetig abnimmt. Daraus ist zu schlleesen, dass auch 
die Berührung zwischen dem Ringe und dem Hohlcj'linder nur bei A und 
TDD A^ resp. A^ bis A^ stattfindet , dass also der Krlimmungsradins der 
deformirten Mitt^linie des eingezwängten Ringes nur von A^ und A^ bis 
A^ constant ^ ^ ist , während er von .^ bis .^ und A^ stetig von r 
bis o abnimmt. 
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Nun ist, wenn der Winkel A^C0=:4f, und wenn Af,CS = tf> ein 

zwischen tp und — liegender Winkel ist, das Moment der von Ä bis 

auf den eingezwängten Bing wirkenden Kräfte, bezogen auf die Biegungs- 
axe des Qnerschnittee bei 0: 

T 
M=jpqd\p. Qsin{^ — 9)-f-§ßS«igr>, 
9 
und da dieses Moment Jui jeden Werth von ip K.-^ uach Gleich. (457} 
constant igt, so folgt : 

"Y = f psin{if} — gi) dtp -j- — sirt y = Const. . (458). 

Darin ist p eine Function von ip. Ist aber allgemein 

«= ff(x, a)dx, 
y 
unter y und e Functionen von a verstanden, so dass auch u eine Func- 
tion von a ist, so ist bekanntlich 

da '^ ' ^da '^' ^da ^ J da 
y 

und folgt danach aas (466) bei Substitution von ^ <p f ~^ 

für X a y e 

da d<p 



dz 



^(f)' Jp'os(<l—t-)i>l: + ^<mq: = a 



und darans weiter, indem hier 



JL = ^ = 1 und f{y,ci)=^pco8iip — (p)=p. 



aber -7- wieder=0 ist: 
da 
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Hieraus ergiebt sich mit RScksicht anf Gleichnng (458); 

p = -r, während Q = — . . . . (459) 

sein musa, damit das Moment von Q in Bezug auf die Biegungsaxen der 
Ringquerscbnitte, von A bis ^, stetig von hia M zunehme. 

Was die Spannung des in den Hohlcylinder eingezwängten Kinges 
iMtriflt, ao ist im Querschnitte bei (Fig. 54): 

P= — Qsinip — I pqd\psin{if> — q>) 
V 
M . Jf,. . . M 

= smip (1 — sma>) = , 

? ^ « ^ Q 

also P.=rP4- — = 

und nach (424), wenn die Querschnittsdimensionen im Vergleich mit r so 



der Vemachlässigung von — gegen l), sondern selbst — gegen 1 Ter* 
nachläBsigt werden kann : 

M r* Tij Mr) 

und der grosste Absolutwerth von a mit Rücksicht auf Gleichung (457): 

^=^=^K7-t) ■ • • ■ (-»)• 

Mit der dieser Entwickelung zu Grunde liegenden Annäherung kann dabei 
unter r und q schliesslicb statt des mittleren auch der äussere Radius des 
Ringes beziehungsweise vor und nach seiner Einzwängtmg in den Hohl- 
cylinder, unter q also auch der innere Radius des letzteren verstandea 
werden. — 

Wenn ein solcher Ring nach seiner Einzwängung in 
den Hohlcylinder vomRadius p denselb en ringsu m unter 
constantem Drucke ^= p pro Längeneinheit berühren 
sollte, das Spannungsmomeat im Querschnitte bei (Fig. 54) folglich 

M^Jpqdip.esin^ip — <p)=p^^(l'{-cosip) 

<P 
sein sollte , so müsate , wenn der Ring ursprünglich nach einer Cylinder- 
Üäche vom Radius r abgedreht war, das Trägheitsmoment J seines Quer- 
schnittes von Ä^ bis A stetig abnelimen, gemäss der Gleichung (457): 

JW-=£j(i — — V also J= ,/^ . ^ (14-cosy). 
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Inebeaondere bei rechteckigem Querschnitte von con- 
staoter Breite h müeste die I>icke = 2e veränderlicli sein geioäas der 

GteichuDg (entsprechend J= — be'): 



PQ' 



-(1 + C08<p), 



voraus, wenn e^ den Werth von e bei A(, (y = 0) bedeutet, 



, / Spo» 1/ 1+0 



folgt, z. B. für y = 



-n -TT^ -t" 



0,794 0,527 0. 



177. ' — Solche Fälle, in denen die Querschnittsdimensionen nicht 
so klein im Vergleich mit dem Krümmungsradius r sind , dass , wie bei 

fi 
den vorhergehenden Beispielen, ohne wesentlichen Fehler a = ~ gesetzt 

werden kann, kommen namentlich bei ringsum geschlossenen ringförmigen 
Körpern vor, die durch zwei entg^engesetzt gleiche Kräfte diametral ge- 
zogen oder gedrückt werden , wobei ersteren Falles (z. B. bei Ketten- 
ringen) der Querschnitt ein Kreis, letzteren Falles (2. B. bei hohl ge- 
gossenen zur Unterstützung beweglicher Lasten dienenden Walzen) ein 
Rechteck zu sein pflegt, während die Mittellinie dort kreisförmig oder oval, 
hier kreisförmig ist. 



ittellinie e 
itte = F < 



olchen £i 



St< 



Ist die urepriingli 
n constantem Qtie 

diuB r, undwird er an diametral gegenüber liegenden 
Jllen von auseinander ziehend wirkenden Kräften 2Q 
gegriffen, ho bleibt die deformirte Mittellinie offenbar symmetrisch 
in Bezug auf die rechtwinkeligen Azen CX und CY 
^ «■ **■ (Fig- 65), von denen letztere mit den Kichtungslinien 

der Kralle 2 Q zusammenfUllt, und werden überhaupt 
die vier Quadranten des Ringes, wie AB in Fig. 65, 
auf gleiche Weise in Anspruch genommen. Un- 
beschadet des Gleichgewichtszustandes dieses Bing- 
quadranten kann er als im Querschnitte S befestigt, 
im Querschnitte Ä durchschnitten angenommen werden, 
falls dann nur in dieser Schnittfläche die äussere 
Kraft Q im Sinne BC nnd ein äusseres Eräftepaar 
^ dem Spannungsmomeate Mq des Ringquerschnittes A 
angreifend gedacht wird. Damit ergiebt sieh für den beliebigen Quer- 
Bchnitt bei 0: 
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P=Qemqi imd M=M^-\-Qr{\—cosip), 



und nach Gleichang (431) 

Jf ff = Po + — (P, — cos y) 



'r+'? 



\ 



worin die unbekannte i^ nach (437) mit Racksicht anf 
durch die Gleichung 



bestiimnt ist , woraos folgt : Pg = -r 



2« 



•(1 + «)^ 

und somit -7;-ff = 7T-j — r 1 I 7~i — r cosail— 7— • (462). 

Die gröSBten Werthe von a sind die Spannungen a^ nnd 0, In 
den äussersten und innersten Punkten der Quendinitte bei A und S 

(9>=0 und 9=y)- 

Ist insbesondere der Querschnitt ein EreiB vom Radius e, 
also nach Gleichung ( 



«"^tCt-^^)-' 



> findet man im Querschnitte 





F 




F 


f- 


8e 


-2,62 


7,10 


6,87 


— 9,88 


4e 


— 4,00 


8,35 


8,39 


— 12,32 


6e 


— 6,41 


9,69 


10,93 


— 14,82 



Bei Ä findet also aussen Fressong, innen Spannung im engeren Sinne 
statt, bei S umgekehrt aussen Spannung, innen Pressung 1 und letztere 
ist der grosste Absolutwerth k von a im ganzen Ringe, nämlich 

*=H-r^(-l+-i-^)|. . . (463). 

Wenn dieKr&fte 3Q gegeneinander drückend wirken, 
so ändert sich weiter nichts, als dass alle Spannungen zu Pressungen 
werden und umgekehrt. Ist i^bei derQuerschnitt ein Rechteck, 
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der ringförmige Körper eine hoMcylindriaohe Walze mit dem äusseren und 
inneren Badiae :=:r-|-e und r — e, so ist nach (430): 

a= — 14- — — foi— !— 
' 2 e *■ — e 

und ergiebt sich nach (463) der Marimalwerth von ff (hier eine Spannung 
im engeren Sinne) 

fc=8,97-|. 



z. B. fiir r = U: 



178. — Die Mittellinie eines ovalen Kettengliedes 
D kreisförmigem Querschnitte (Radius ^e)sei aus 
eierleiKreisbögen mit deuRadien rundr^ zasammen- 
^ ,„ gesetzt, deren Mittelpunkte natürlich 

in den Symmetrieaxen CX und CY 
(Fig. 56) liegen, von denen letztere 
diqenige sei, längs welcher das be- 
trachtete Kettenglied von den zwei 
eingehängten benachbarten Gliedern 
durch die Kräfte 2 Q auf Zug in 
Anspruch genommen wird ; sind dann 
CA = a und OB = ö die betreffenden 
Halbaxen der Mittellinie, so ist 6 > o. 
Auch hier braucht wieder nur das 
Verhalten eines Ringquadranten wie 
AB, Fig. 56, untersucht zu werden, 
dessen Mittellinie aus den mit gemeinsamer Tangente in einander äber- 
gehenden Kreisbögen AO^ und O^B besteht mit den Radien NA ^NOi^r 
und ^,Oj = JfiB = r,. 




Sind a und h 
dingangsglnchung 

;;(,-•('■-•■■)'=(•■-■•)'+ 

unterworfen , gemäss 
halb der Grenzen 



gegeben , so sind r und r, zunächst nur der Be- 

(ft-rj* oder -2rr,-\-2ar-\-21}r^=a^-\-h* (464) 
welcher sie auf unendlich mannigfache Weise inner- 



- und »•j = 



__(j- 



gewShlt werden können. In diesen beiden Grenzfällen wäre — möglichst 

klein = 0, und., da ihnen die grösste Abweichung der Mittellinie von 
ihrer Üblichen ellipsenähnlichen Form entspräche, so lässt sicli erwarten, 
dasa diese am vollkommensten durch zweierlei Kreisbögen erreichbar ist, 

wenn deren Radien r, r, so gewählt werden, dass umgekehrt -— so gross 

wie möglich ist. Aus dieser Forderung 

— ^ max folgt rdr, — r,dr =:^ ^ oder -^ — = — 
r -B 1 1 d^i r, 

und da nach Gleichung (464) auch 

amahor, Elastlcltät Dsd Featlghelt. 
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— rdr, — r,dr-\-adr-\-bdr, = 0, also -^ — = -— — — 
' ' ^ dr, a—r, 

ist , ergiebt sich als zweite Bestimmungsgleicbuog von r, r^ : 

— = ~ oder 2rr, — ar — br, = . . (465). 
r, o— rj ' ^ 

Hieraas und aus (464) folgt 

ar -i- fcr, = o* + 5* (406), 

daraus und aus (465) : 

2 rr, = a» + &* ; 4 «6 r r, = 2 «6 (a* + **) , 

endlich hieraus nud aus (466) : 



ar — irt = +K(a» + 6«)ä — 2a&(a» + 6ä) = + (Ä— a)K«* + 6*, 
9o daSB mit den Bezeichnungen : 

gr = f^a' + i»* nnd « = 6 — a 
nun r und r, durch die Gleichungen bestimmt sind: 

ar-\-bri^g* «nd ar — Äfj = + g'«, 

.u, d««. f = ''»*"' md r, = 2SijO 
2a * 2i 

folgt. Was die doppelten Vorzeichen betrifH, so kann man bemerken, 
dass wegen r'^r^ 

iii>Ä,..,(^_l)>^.(l+l), 

folglich q = y'a' + b* > -|- (o -|- 6) 

seia muss, was nur mit den oberen Vorzeichen der Fall ist. Somit 

ergiebt aicli : 

„ g(g— m) _ o' + 6'— (&—«)/«'+&' I 

entsprechend der ConBtraction (Fig. 56): 

J^ii'=6 — a; BG=FG; NN^ normal zu 4B im Punkte G. 
Gemäsa dieser Constraction ist nämlich 

und wegen Äehnlichkeit der Dreiecke ÄGN, ACB, NiGB: 

Was die Dimensionen a, b selbst betrifft, so sind sie im Verhältnisse 
zum Radius e des Querschnittes nicht grösser anzunehmen , als durch die 
relative Beweglichkeit der Kettenglieder erfordert wird, jedenfalls a>2e^ 
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&>3e, wie ein Blick auf Fig. 56 erkennen lässt. Dabei erscheint es 
am vortheilhafteaten , die Verhältnisse femer so zu wählen, dase r,= 2e 
ist, dass also je zwei auf einander folgende Kettenglieder sich in zwei 
sich rechtwinkelig krenzenden Kreisbögen berühren , wie Fig. 56 zeigt, 
wo DE die Häljlie eines dieser Ereisbögen ist. Dadurch wird die Defor- 
ination der Mittellinie nebst entsprechender Anstrengung des Materials von 
B bis Oj fast ganz verhindert, während sie sich von A bis S erstrecken 
würde , wenn sich die Kettenglieder im Falle r^ > 2 e nur in einem Punkte 
D berührten, wogegen im Falle r, <2e bei Berührung in vier wie E 
gelegenen Fnnkten ein gegenseitiges Festklemmen der Kettenglieder durch 
den EinflusB der Zagkraft 2 Q zu befurcjiten wäre. Mit den Bezeichnungen 

a = — und ß= — 

entspricht jener Forderung r^ = 2e gemäss dem Ausdrucke (467) von r^ 
die Gleichung : 

die auf die Fonn gebracht werden kann : 

8/J-(4-<.)(»' + (i') = .... (468). 

Wenn nun eines der Veihaltaisse a, ^(a>2, j3>3) angenommen 
wird, so ist das andere durch Gleichung (468) und dann auch nach (467) 
das Verhältniss 



2 a e ^ ' 

bestimmt; schliesslich ist e und giud also a, h, r, r, bedingt durch die 
Forderung , dass die grösste durch die Zugkraft 2 ^ in der Kette ver- 
ursachte Spannung absolut genommen einen gegebenen Werth k niclit 
fiberschreiten soll. 

179. — Wenn z. B. im Ansehluase an die fiWiclien Formen solcher 
Kettenglieder a = 2,5 angenommen wird , ergiebt sich aus (468) sehr 

nahe ß ^= 8,6 entsprechend — = 2 ; damit — = 4,8 aus (469) und, 

wenn (Fig. 56) CN=e, CN^^c^ und Winkel CNN^ = <p^ gesetzt 
wbd, 

~ = — — « = 2,3; -^ = (9 — ^=1,6; fi = orc*si^ = 84*^50'. 

Sofern nun der Bogen BO^ und somit der Winkel go^ als unveränderlich 
zu betrachten sind, ist die grösste Anstrengung in dem Bingstücke zwischen 
A und Oi zn suchen, für welches wie In Nr. 177 die Gleichung 



gilt, 



ur mit 
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die Unbekannte Pg statt durch die Gleichung: Q=^fb>dq> jetzt durch die 

Gleichung : =fta Aff^ ( 1 + ■ — ) Vi -Po — — Qsmff^ bestimmt ist, 
woraus 



und -^g= ., , \' r,-i-\ cosf — ji- . (470) 

folgt. Der gröBste Absolutwerth von q findet im Querschnitte bei A oder 
bei 0, statt, nämlich flir q[) = oder g) = ^i und ij=:^;4;;e. Den 
oben beBtimmten Dimensionsverhaltnissen entsprechend ergiebt sich aber 
a = 0,0111 nach (433) oder (434) und damit 

Q 

I jj = " ■ " (im _5_ 



für ö> = und { 



für (jp = qi>| und 



7}= e 
)j = — e 



aj = - 0,171^ 
0,= 2,608 „ 
©1= 2,615 „ 
0-=— 1,643 „ 



also Ä = 2,616 -|f (471). 

Dass diese Masimalspannung im .äussersten Funkte des Querschnittes bei 
0^ nur so wenig grösser ist , als im innersten Punkte des Querschnittes 
bei Ä, bestätigt die Zweckmässigkeit der gewählten Verhältnisse. 

Wenn für eine aus bestem Stab eisen verfertigte solche Kette der 
Durchmesser des zu den Gliedern benutzten Rundeisens etwa 

2e=0,04V'2^ Centim., also F = sc e*^ 0,0008 tcQ 
gesetzt wird , unter 2 Q Kgr. die grösste in Aussicht genommene Zug- 
belastung der Kette verstanden, so folgt ans (471) die specifische 
Maximalspannung : 

k = linn ö — ^^ 1040 Kgr, pro Qnadratcentim. 

180. — Die Tragkraft einer Kette kann wesentlich vergrüasert reap. 
die Maximal Spannung k bei gegebener Zugkraft verkleinert werden durch 
Aussteifung der Kettenglieder nach Art der Fig. 57. Mit 
Rücksicht auf die Dicke des eingefügten Steges ist dabei ß etwas grösser 
zu wählen , und wenn z. B. ß ::= i angenommen wird , ergiebt sich 
a = 2,59 nach (468) gemäss der Forderung r^^^ 2e und nnter der 
Voraussetzung, dass wieder die Mittellinie aus zweierlei Kreisbögen mit 
den Radien r nnd r, zusammengesetzt wird, von denen r im Verhältnisse 
zu e durch (469) bestimmt ist. Für einen Querschnitt des nach diesem 
Radius r gekrümmten und somit durch ein folgendes Glied nicht unter- 
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ist dann, unter 2iS die Kraft verstanden, 
durch welche der Steg zusammengedrückt 
wird und womit er also auch beider- 
seits im Sinne CA und CA^ auf das 
Kettenglied zurückwirkt (je mit S auf 
jeden der beiden durch die Queraclinitte 
A und Ai, Pig- 57, getrennten Qua- 
dranten) : 

P = Q COS <p ^ S sintp 
M 



M 



JK. 



also nach (424) : 



(-Pn — ö COS ep — Ssin w) — /— . 

Die zwei Unbekannten P^ und S dieses Ausdruckes sind durch die 
Gleichung 

O=fo>d<p mit 0}=-^ lPo-\--^(Po-~Qcosf~Ssin(p)\ 

und durch eine zweite G-leichung bestimmt , die dadurch erhalten wird, 
dass die Längenänderung (Verkürzung) der Halbaxe CA sowohl nach 
(438), wie auch als lülbe Znsammendriickung des Steges als Function 
seiner Dimensionen , seines £lasticital«moiIul und der Kraft 2 S ausgedruckt 
wird , und dann beide Ausdrücke einander gleich gesetzt werden. 

Von dieser ziemlicli umständlichen ttieoretischen Bestimmung des 
Spannungszustandes ist hier indessen kaum ein praktischer G-ewinn zu 
erwarten, indem bei den üblichen Verhältnissen solcher Kettenglieder ihre 
Tragkraft erfahrungsmässig nur wenig kleiner ist, als diejenige eines 
geraden Stabes vom Querschnitte 2 F. Nach Versuchen, welche die 
englische Admiralität über die Tragkraft von Ankerketten mit 
ausgesteiften Gliedern anstellen Hess, ergab sich die Zugkraft, 
durch welche die Kette zerrissen wird, im Durchschnitte: 



2Q=l,GKF, 
unter K die Zugfestigkeit des betreffenden Eisens verstenden , die im 
Mittel etwa 4300 Kgr. pro Quadratcentim. betrug. Bliebe das Ver- 
theilungsgesetz der Spannungen bis zum Bruche unverändert, so würde 
hieraus bei iigend einer auf das Kettenglied ausgeübten Zugkraft 2 Q die 
Maximalspaunnng 



k=i,n-. 



, folgor 
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181. — Als ein hierher gehöriges Beispiel von technischem Interesse 
mag schliesslich noch die Anstrengung eines Schwungringes 
berechnet werden, d. h. eines um seine geometrische Axe, mit welcher 
er durch symmetrisch vertheilte , radial gerichtete gerade Arme verbanden 
ist, mit einer gewissen Geschwindigkeit rotirenden kreisrunden Ringes. 
Die belastende Kraft ist hier die Centrifugalkraft, indem von der Schwere 
abgesehen wird. 

Der Querschnitt = F, jedes Armes wird ebenso wie derjenige = F 
des Ringes als constant vorausgesetzt , und es seien femer : 
w die Winkelgeschwindigkeit, 
r der Radius, v=:rw die Peripheriegeschwindigkeit der Mittellinie des 

Ringes, 
IE der Elasticitätsmodul , m die specifische Masse (Maase der Volumen- 

einheit) des Materials , worans der Bing besteht, 
j^j und tHj die entsprechenden Grössen für das Material der Arme, 
2 y der "Winkel , unter welchem die Mittellinien CB und CB, (Fig. 68) 
zweier auf einander folgender Arme g^en einander geneigt sind. 

p,^ ^, Ist CA die als x-Ast angenommene 

Halbirungslinie dieses Winkels, so brauchen 
nur die Spannungs Verhältnisse des Bing- 
Stückes AB untersucht zu werden, indem 

2re 
sich dieselben mal wiederholen. «ei 

y 

ein beliebiger Punkt des Bogens AB der 
Mittellinie, Winkel OCX=f, 0, ein 
Punkt des Bt^ens AO, Winkel 0C0^= ip. 
A und (A) seien die Werthe von P und 
M (Nr. 166) im Querschnitte bei A, so 
dass , wenn durch letzteren ein Schnitt 
geführt wird , das Bingstück AB in un- 
verändertem Gleichgewichtszustande bleibt, 
falls in seiner Endfläche bei A jene Kraft A und ein Kräflepaar mit dem 
Momente {A) in dem durch den betrefienden Pfeil in Fig. 58 angedeuteten 
Sinne ziehend resp. drehend angebracht wird ; denn die Schubkrafl B, 
(Nr. 166) ist hier offenbar = Null. 

Ist Cd\p die Centrifugalkraft eines Bingelementes zwischen zwei unter 
dem Winkel dtp gegen einander geneigten Querschnitten, so ergiebt sich 
mit den aus Nr. 167, 168 und Gl. (435) ersichtlichen Bedeutungen von 
ij, AF und f mit Bücksicht darauf, dass die Centrifugalkraft eines Massen- 
dementes dM. := m dF {r -^ i]) Atp in der Entfernung T-\-fi von der 
Botationsaxe = MJ^dJf (r-j-jj) ist: 

Cdi/) =/wS mdF{r-\- ij)' drp 

= w^mdtp{r*fdF-\-2rfridFArfrj^dF) 
= w*md-ipF{r*-ArP) = mFv*{l-\-^ dip . (472) 
und damit fdr den Quersclmitt bei 0: 
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<P ' 

P= Acos^-\~J'Cdipsmtp = Acostfi~\- C(l — cosg>) 

= C—Bcosg) mit B—C—A, 

M 
ferner nach (422): -~= P„— P= P^ — C -\~ Bcos^ 

und naeh (424) : Fa = P^-]- ~{Pa—C~{' B costp) -^— . (473). 

Hieraus erkennt man, äa&a die eminenten und deshalb einzig in 
Betracht kommenden Spannungen in den äussersten und innersten Furten 
der Querschnitte bei A nnd bei B stattfinden; um sie aber nach (473) mit 
^^0 reap. tp^y berechnen zu können, müssen zuTor die statt der 
ursprflnglichen Unbekannten A und (A) hier eingeführten Conetanten 

Ä41 

ermittelt werden , irShrend C durch (472) bestimmt ist. Zu dem Ende 
hat man nach (423?: 



^[fl,+ -i-m-C+S»S9')] 



und weil die Querschnitte bei A und B ihre gegenseitige Neigung nicht 
ändern , so ist 



»=/" 



wÄg) (474), 

woraus die erste Bestimmungsgleichung: 

= [P,(l + «)-C]y + Ss.»y . . . (476) 
hervorgebt Eine zweite ergiebt sich daraus, dass die Verlängerung /ir 
des Armes CB auf doppelte Weise ausgedrückt werden kann. Erstlich ist 
nach (438), wenn hier A und B als die dort (Fig. 51) mit A^ und A 
bezeichneten Punkte angenommen werden, mit Rücksicht auf (474) und 
auf obigen Ausdruck von Sg : 

/ P 

J(if — ya) = Jr.siny= —J xwdtp + -^ rsmy, 

woraus wegen 

y Y 
j x{i»d(p =j rcostp pp I Po H (-Po ~ '^+ Bcosip)\dip 

oder nach (475): 

y 

y^ Br ( sin^y , y+siny<my\ B . ., . 
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mit ' r(>') = -JrCCsy + 4'-— -^^ ■ ■ ■ ("6) 

' "-' 2 ' 2 st»»/ y 

folgt: EF—=Pa~B^^ .... (477). ■ 

Die Längenänderung Jr des Armes kann als aus zwei Theilen 
bestehend betrachtet werden: ^r = j^iT -{- J^r. Der erste Theil rührt 
her von den nach CB gerichteten Componenten der auf das RingstOck, 
von welchem B die Mitte und A ein Endpunkt der Mittellinie ijt, 
wirkenden Kräfte , nämlich , wenn hier der Winkel ^ von CB aus 
gerechnet wird, 

B=^2jCdipa)s\p — 2Äsmy=2Bsmy, 

und es ist also, wenn der Arm als von der Axe bis zur Mittellinie des 
Ringes reichend in Rechnung gestellt wird : 

J^r __ B, _ 2Bsiny 

Der zweite Theil ^^r wird durch die Centrifugalkrafl des Armes selbst 
verursacht und ergiebt sich durch die Erwägung, dass die Centrifug^kraft 
des von B bis zu einem Querschnitte in der Entfernung ^ von B sich 
erstreckendes Armstückes 





===w'm,F,s(r- 


-i) 




ist und die Länge des 
dz der ArmmitteUinie 


in dieser Entfernung 
nm 


s von B befindlichen Elementes 


vergrössert, woraus 




'(-1) 




^"- ^r^'^^'A" '2)'"- 


=^v,»'».^>(; ;) 


r 


Ä "'* «.=4 


m,F,,' . 


. . (478) 


folgt. Somit ist 

Jr 


J,r J,r 2Bainr+ C, 
)• + r E,F, 




B und Fq über in: 


der Unbekannten 


EF 
E,F, 


(2Bm,r+C,) = 


P.-B^ 


. . (479). 


Die Anatrengung 
Wm abOT die M«i 
Schwnngrades Letriffl, 


des Schwungringes 
so ergiebt sie sicli : 


selbst ist hierdurch bestimmt. 
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h= y ^ = 2ySi«)' + Y»''''' • <"»)■ 

Dadurch, dasB die Ännlänge bei vorstehender Entwickelnng = r, 
also mit Kflcksicht auf die radiale DimensioD des Schnungringes und auf 
den Radius der Nabe zu gross gesetzt wurde, ist auch der Beatandtheil 
■^f,r von j4r zu gross in Kechoung gebracht und somit die verhällniss- 

Jr 
massige Längenändernng — — des Badiue der Ringnuttellinie etwas zu 

gross gefunden worden. Zur Ausgleichung dieses Fehlers kann man, wie 

Jr 
obiger Ausdruck von - — - erkennen lässt, den Qnerschnitt F. der Arme 

r 
etwas grösser in Rechnung stellen, als er wirklich ist, bei thatfiächlich 
nach aussen hin. veijüngten Armen folglich F^ etwas grösser setzen , als 
den mittleren Armquerscbnitt. Dasselbe gilt von dem Ausdrucke (480) 
iiir die grösste Spannung der Arme , die in ihren äussereten Queischnitt«n 
an der Nabe stattfindet. 

182. — Gewöhnlich sind die Querdimensionen des Schwungringes 
im Vei^leich mit r klein genug, um mit einem nur sehr kleinen Felder 

a = —^ setzen zn können ; indem auch der Querschnitt F symmetrisch 

in Bezug auf die Biegungsaze zu sein pflegt, wird dadurch nach Gl. (436) 
nur eine kleine Grösse zweiter Ordnung gegen 1 vemachlässigt. Wird 
dann noch 

FF _ 1 m^E _ 



also mit Rücksicht auf (472) und (478) 
FF (\_ FF 1 m^F^ 



^-« ■ • ■ ■ '*»"' 



E,F, C HF, 8 „p/,_^£.\ , , r > + « 



mF 



0+^) '+^ 



gesetzt, so erhält mau aus den Gleichungen (475) und (479) der vorigen 
Niuumer, die sich schreiben lassen: 



P.(l + <,) + B=i=C 
B = hC mit h = 



i + (1 + o) (-^ + 2jl 5i» )-) 

P,= iijC mit )>„= ^ J 

und endlich nach (473) mit C =r mFv^ (1 -\- a) i 
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a=\po-l-^(j?^—l + bcosip)-^^{l + a)mv» . (488) 

Egr. pro Quadrstm. , wenn »i und v durch das Kilogramm und Meier 
als Einheiten ausgedrückt werden. Für die Maximalspannung der Arme 
er^bt sich nach (480) mit 

F 1 

ft, = 26-p-swiy{l + a)»M«*+-ä-'"i''* ■ ■ (484). 

Ist z. B. j'=j: 30'= 0,6236, also /"(y) = 0,00169, sechs Armen 
entsprechend ; ferner 

E^=jE und t», = m , alao q^= — , 

entsprechend einerlei Material von Ring und Armen ; 

der Querschnitt F ein Rechl«ck mit der radialen Dimension : 26^^= — r, 

80 findet man 6=0,1345; ^0= 0,8700 

ff ^ [^0,87 -!- 588 (— 0,13 -j- 0,1345 cos (p) -4~1 (1 + a) mv% 
also mit ip^Q und 30", ij^ + e: 

rOj=l,0464(l + a)»t«''=l,048»»i'ä 

^' 1 Oa =■ 0,6666 (1 + o) mv^ = 0,668 mu» 

( ffj ^ 0,3408 (1 -i- a),»wv«= 0,341 mv' 

^ i ff, = 1,4805 (l + a)'mü»= 1,483 t»p*. 

Die Maximalspannung des Schwuugringes findet also in den innersten 

Punkten der wie S gelegenen Querschnitte statt und ist 

k= 1,483 »t«j% 
wogegen sie sich flir die Arme nach (484) eu 

jfc, = 0,904 mv* = 0,61 k 
ei^ebt, ein Verhältniss, das insofern nicht unpassend ist, als die Arme 
bei nicht ganz gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit der Schwungradwelle 
durch die Trägheit der rotireDden Masse (wegen relativen Voreiiens oder 
Zurückbleibens des Ringes gegen die Welle) zugleich auf Biegung in 
Anspruch genommen werden. 

Ist das Material Gusseisen, dessen specifisches Gewicht zu 7200 Kgr. 
und dessen specifische Masse folglich zu m = -^— — pro Cubikmeter ange- 

werden kann, so wird 
1 4ftS 7900 
ifc = — ^——-—-— ii*= 0,1088 ü* Kgr. pro Qoadratcentim. , 

11 io Metern pro Secunde ausgedrückt ist, 
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II. Wirkung der Sehnbkritfte bei einfach gekrammten , in 

Bezog anf die Hltteleltene symmetrischen und In dieser 

belasteten stabf^rmigen COrpem. 

183. — Dio im Vorhergehenden einstweilen ausser Acht gebliebene 
Schubkraft R (Nr. 166) verursacht Schubapannungen t, die sich in irgend 
einem Punkte des betrefienden Querschnittes in zwei Compoaentca t, und 
r, zerlegen lassen beziehungsweise nomial zur Biegungsaxe und parallel 
derselben , bezüglich auf deren Verhältniss zu einander hier dasselbe Gesetz 
angenommen werde wie im Falle eines geraden Stabes nach Gl. (199) in 
Nr. 62, indem auch hier die resnltirende Schubspannong z in allen 
UmfangEpunkten des Querschnittes tangential an den Umfang gerichtet sein 
muss, und die weitere Annahme, dass die BichtungsUnien von t für alle 
Funkte einer Parallelen zur Biegungsaxe eich in demselben Punkte der 
Symmetrieaxe (der Richtnngslinie von R) sehneiden , hier dieselbe Be- 
rechtigung hat wie dort. Auch werde hier wie dort die zai Biegungsaze 
senkrechte Component« Ty von t als gleich filr alle Punkte einer solchen 
Parallele zur Biegungsaxe , d. h. lur einen gewissen Querschnitt als blosse 
Function des Abstandes g des betreffenden Punktes von der Biegungsaxe 
angenommen, da zur Correction dieser fVeilich nicht ganz zutreBenden 
Annahme nach Nr. 160 — 162 wenigstens ein praktisches BedürTniss nicht 
vorliegt. Nur der Ausdruck von Cy wird hier ein anderer sein , da die 
Art , vrie diese Schubspannungscomponente von der Normalspannung in 
Nr. 82 abhängig gefunden vrurde , wesentlich an die Yoraussetzung einer 
ursprünglich geraden Mittellinie gebunden war und auch die Normal- 
Spannung a selbst hier nach Gleichni^ (424) einen anderen Ausdruck hat 
wie dort. Wenn diese Schubspannungscomponente t^ der Einfachheit 
wegen vorläufig mit r bezeichnet wird , so ergiebt sich zunächst eine 
„ Differentialgleichung zwischen ihr.und der Nonnal- 

spannung er für dieselbe im Abstände mit der 
I Biegungsaxe parallele Gerade des betreffenden 

/ > Qnersclmittes durch folgende Betrachtung. 

7^ Es sei (Fig. 59) 00, = ds ein Bogen- 

-Jj Clement der Mittellinie , deren Ebene zugleich die 

/ des Momentes M ist und die Kichtungslinien der 

/ Kräfte P, B (Nr. 166) enthält; C sei der 

/ y Krümmungsmittelpnnkt , CO = r der Krümmnngs- 

Ifi, halbmesser, OCÖ^^dfp der Contingenzwinkel an 

der betreffenden Stelle. AA^BB^ sei ein unendlich 
kleines Körperelement, enthalten zwischen den den 
Punkten und Oj entsprechenden Querschnitten 
und zwei um die Krümmungsaxe (die Normale 
dar Mittelebene im Punkte C) mit den Radien 
r + « und r -\- s-\- ds beschriebenen Cylinderüächen. Die Schnitt- 
flächen 
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AB AA, A,B, BBi , 

wodurch das KörperelemeQt begrenzt ist, sind 

= dsi (r-\-2)d<f) ds (r + e -{- dd) difi 
multipltcirt mit den betreffenden Breiten: 

und wenn die mit den Breiten maltipUcirten specifi gehen Spannungen, 
welche auf die Seitenflächen AB und AA^ des Körperelementes von der 
angrenzenden Körpermasse nach den Eichtungen der Pfeile a, T und r 
(Fig. 59) wirken, 

mit ay und ry für AB, 
desgl. mit Tif für AA ^ 
bezeichnet werden mit Rück sieht darauf, dass die speci fischen Schnb- 
spannungen im Funkte A der Flächen AB und AA^ nach Gleichung (1), 
Nr. 2, einander gleich sind, so sind die entsprechenden , mit den Breiten 
multiplicirten entgegengesetzt gerichteten specifischen Spannungen der gegen- 
über liegenden Seitenfiäehen 

mit ay + ^^d(p und ry-\-^^dq> für A,B^ 

sowie mit TP + ^^ de für BB^ 

za bezeichnen. Wegen des Gleichgewichtes der Kräfte an dem betrach- 
teten Körperelemente muss nun ihre Componentensnmme nach OX. (d. i. 
nach der Tangente der Mittellinie im Pimkte 0) ^= Null, also 

dal —- ffy +(cr^ + ^v ' dtpj cos dq) -\- {i:y-\--^-^dqi\sind<p j 

-{r^B)drp.Ty^^{r + z + dB)d^{Ty + ^^d^ = Q 

sein , woraus bei Vernachlässigung der unendlich kleinen Glieder von 

höherer, als der zweiten Ordnung: 

ds (-4^ dip + zy dyj -|- (r + «) df -p^ dz -\-dedqi-Ty = 
oder bei Division mit dzdqi- 

folgt, oder endlich mit ds = rd<p und bei Voraussetzung eines constanten 
Qaerechnittea, so dass y nur mit H , nicht mit tjp oder S variabel ist : 

Die Voraussetzung eines constanten Querschnittes entspricht der früher 
in Nr. 81 gemachten Voraussetzung einer prismatischen Stabfonn; doch 
werden gemäss einer in Nr. 83 gemachten Bemerkung die unter dieser 
Einschränkung gefundenen Resultate hier wie dort als wenigstens näheningB- 

hyCoogle 
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weise zutreffend zo betntcliten sein anch für den Fall eines yerandec liehen 
QuerHChniltes nnd zwar mit um so kleinerem Fehler, je allmählicher die 

Qaerschnittgändening längs der Mittellinie etattfindet. — 

Von den beiden übrigen Glcichgewichtsbedingungen des hier ver- 
übenden ebenen KräftesystemB würde die = Null gesetzt« Componenten- 
summe nach der Richtung OZ in Fig. 59, d. i. nach der Richtung des 
betreffenden Erümmungsradina der Mittellinie, nur dann ein zutreffendes 
Resultat erwarten lassen, wenn gleichzeitig auf die hier stets ausser Acht 
gelassenen transversalen Normalspannungen (in den Seitenflächen AÄ^ 
nnd BSj^) Rücksicht genommen würde, während die Momentengleichung, 
d. i. die ^=: Null gesetzte Momentensumme der Kräfte für irgend eine zur 
Kraflebene ZX. senkrecht« Axe zu einer identischen Gleichung führt ; sie 
würde die Gleichheit der Schubspannungen nach den Richtungen der a^Axo 
und der s-As.e in demselben Funkte einer beziehungsweise zur £-Axe und 
zur :E-Axe senkrechten Fläche ergeben haben , wenn diese Glelcliheit hier 
nicht schon als bekannt vorausgesetzt worden wäre. 

184. : — Indem es sich hier nur um eine (übrigens auf den gleichen 
vereinfachenden Annahmen beruhende) Verallgemeinerung des in Nr. 82 
entwickelten Ausdruckes der Schnbspannüng behu& seiner Uebertragnng 
auf krumme Btabfönnige Körper handelt , dort aber bei Voraussetzung der 
BiegungsBxe ab neutrale Axe (gq ^= 0) gesetzt wurde : 

Mb 
a^~j^, eulsprechend Gleichung (427) mit P^^O, 

so ist auch hier nach (424) mit P^=^0: 

^ M n ^ff^ 1 s äM 

"^ Fra r-\-e' is Fra »• + « ds 

zu setzen, wenn nicht nur der Querschnitt, sondern anch der Krümmungs- 
radius r conslant ist, widrigen Falles freilich dieser Ausdruck von-^ 

nur angenäherte Gültigkeit hat mit um so kldnerem Fehler, je langsamer 
der. Querschnitt und der Krümmungsradius längs der Mittellinie variabel 
sind. Wird nun die Schubkraft R, betrachtet als Resultat desjenigen 
Systems äusserer Kräfte, das an dem vom Querschnitte hei aus nach 
der Richtung OX gelegenen Körpertheile angreift, positiv gesefat für die 
Richtung COZ, so ist sie, wenn betrachtet als eine Kraft, womit der im 
Sinne XO gelegene Stabtheil auf den Querschnitt bei wirkt, fiir die 
umgekehrte Richtung ZO positiv zu setzen , und ist dann die Aenderung 
dMI des (gemäss den Festsetzungen in Nr. 166 positiven oder negativen) 
Kraftntomentes M beim Uebergange vom Querschnitte bei zum Quer- 
schnitte bei Oj (falls nur dazwischen keine äussere, zur Mittellinie normale 
Kraft von endlicher Grösse concentrirt angreift) : 

dM^Rds, also auch, -— ^= -=— —; — , 
ds I'ra r-i-z 

womit und mit d statt d, da jetzt nur noch z, nicht mehr s als unab- 
hängig Variable in Betracht kommt, die Differentialgleichung (485) vo- 
riger Nummer gesehrieben werden kann : 
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"dg '^r + g '''^Fa (r + sy 
EntsprecKend 'ihrer allgemeineD Form: 

ist bekanntlich ihr Integral: 

unter c hier die Basia der n&ttirlichen Logarithmen und unter C eine 
Conslante (von e unabhängige Grüsse) verstanden. Indem aber 

ff^2)de=2j-~^ = 2ln(r-\-B), also e//W'*' = (r + «)» 

bt, et^ebt sich: 

mit dF=yds. Die Congtante C ist hestinunt 

für positive Werthe von e durch ^ = Cj und Ty = 0, 
für n^ative Werthe von b durch ü = — Cj und ry^O; 
damit wird, venn im einen oder anderen Falle d reap. e^ durch e be- 
zeichnet wird: 

±8 

■cy = -=-? — i — TT leäF 

oder, wenn e absolut genommen und flir % wieder sein ursprünglicher 
Ausdruck Ty gesetzt wird: 



^l'dF .... (486), 



wobei sich, was das doppelte Vorzeichen vor z betrifll, das obere auf die 
convexe, das untere auf die concave Seite der Mittellinie resp. der in ihr 
die Mittelebene rechtwinkelig schneidenden cjlindrischen Fläche bezieht. 
Wegen 

« = ij — ^-f ... und Ff* = J nach (436) 

geht dieser Ausdruck von t^, je grosser r im Vergleich mit den Quer- 
Schnittsdimensionen ist, desto mehr in 



-=;f/" 



über in Uebereinstimmung mit Gleichung (200) , Nr. 82 , woselbst die 
Dimension 1/ mit 2^, bezeichnet wurde. 
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Waa endlich die resultirende Schubspannung t betrifil, so 
ist sie gemäss den aus Nr. 82 hier beibehaltenen und dort bewährt ge- 
fundenen betreffenden Annahmen in der Mitte der in der Entfernung ü 
mit der Biegnngsaxe parallelen Sehne ^ % und nimmt nach beiden Seilen 
stetig zu bis 



B 



-JsdF ■ • (487) 



cos ß Fay {r + «)* cos ß- 

in den Endpunkten fraglicher Sehne, wenn ß den Winkel bedeutet, unter 
dem die Tangente dea Umfanges daselbst gegen die in der s-Axe Uzende 
Richtnngslinie von R geneigt ist. 

185. — Nach Gleichung (487) ist die Schubspannung im Umfange 
des Querschnittes dort am gröSBten, wo 



-fedF=n 



isL Im Allgemeinen und jedenfalls bei Querschnitten, die zugleich in 
Bezug auf die Biegungsaxe symmetrisch sind , ist dies der Fall auf der 
concaven Seite der Mittellinie, also daselbst in der durch die Gleichung 



-ßdF=n. 



bestimmten Entfernung jE von der Biegungsaxe, womit sich e^ebt: 

maxT^y^nmaz) (489). 

Z. B. fiir einen rechteckigen Querschnitt von der Breite h 
und Höhe 2e ist 



«^=1, J.dF^h^^-^, 



^W = T^r=:^.^ 



„««, — — — — -^ ^,„„^. 

Darin ist nach (430): a = -^~ln^^^^— \. 
^ ' 2 e r — e 

Setzt man, wenn — ein ziemlich kleiner Bruch ist, nach (431): 

DigtizBdbyGOOgle 
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- 2 F^ 

oder sehr nahe : 

3 B / 
maxz = -y[ 

Ftlr einen kreisförmigen Querschnitt mit dem Kadius e ist 

js=esmß, y = 2ecosß, 



und findet 


2«(r- 
man 

1 


1 

e 
r 


'cos' 

V 


'ß' 


.\... 


>ß- 


»<»/■(«)= 


1 
( 


s 




\ ...'\ 





fsdF=fesinß.2ecosß.ecosßdß=2e^jcos^ßdcßsß=—e^cos^ß, 
ß ^ 

_ 1 e^cosß e l^—s^ 

.i,-l = _l+l/i-+24 
r 2 ' 4 r* 

V (492), 

endlich hiermit »ku; t nach (489), worin nach (433): 

e \ e ' e* / 

Ist — ein kleiner Bruch, so findet man durch Reihenentwickdung den 
dem Maximum von T entsprechenden Werth von 

£ = 2 — (l — 2^+8^— ...)' 

dazu '««*A«) = Y^(l + 2^+2^+ .. .) 

und mit a = 4-4(l+4-4 + — 4+ •■ ■') 1^^ (434): 
4 r* V ' 2 r'' 16 »■* / 

4 ü/ , 3 e», 15e* \ 

oder sehr nahe: ^*'f^f=^-r^{^~{'~ä'~i~\~~i) ' ' ■ (493). 

186- — In der Regel, seihst bei krummen atabförmigen Körpern Ton 
verhältnissmässig kleiner lÄnge ihrer Mittellinie, wie z. B. bei Eetten- 
ringen, wird sich die grßsste Schuhspanuung t wesenüich kleiner, als die 

D,3 zB<ibyCOO<^[e 
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gr&9Bte Normal Bpaanung a ei^b«n, besonders wenn zugleich der Quer- 
Bchnitt in der Biegungsaxe am breitesten ist. Auch zur Berücksichtigung 
des Zusammenwirkens dieser zweierlei Spannungen in Yerursachung der 
nach Gleichung (58) in Nr. 24 zu berechnenden gröasten resultirenden 
Delinung ist dann meistens keine Yeranlaasung vorhanden , da die Maxi- 
malwerthe von a und t nicht an derselben Stelle stattfinden , vielmehr 
ersterer in grfisster, letzterer in einer kleinen Entfernung von der Biegungs- 
axe. Wenn aber in gewissen Querschnitten das die INonnalspannungen 
vorzugsweise bedingende Kraftmoment üf sehr klein oder gar = Null ist, 
so kann es der Fall sein, dass hier die Schubspannungen wesentlich mit 
oder allein in Betracht kommen. 

Als Beispiel eines solchen Falles diene ein Seil- oder Ketten- 
haken: Flg. 60. Der Veränderlichkeit seines Querschnittes liegt die 
Idee zu Grunde, möglichst einen „Körper von glei- 
chem Widerstände" herzustellen, d. h. einen Körper, 
der bei gegebener Belastung in allen Quersclinitten 
gleich stark angestrengt wird. Die Bestimmung des 
dieser Forderung entsprechenden Aendeningsgesetzes 
der letzteren, in der erTorderlichen Weise angegriffen, 
nämlich mit gleichzeitiger Berücksichtigung der Nor- 
mal- und Schubspannungen, führt indessen zu Schwie- 
rigkeiten , die zu der beschränkten Wichtigkeit der 
Sache in Missverhältnias stehen. Für das praktische 
BedGdhiss genügt es , nur die beiden Querschnitte 
bei A und B zu bestimmen , in deren erstem die 
Schubspannnngen fehlen, während sie im anderen 
allein masssgebend sind, nnd dann beide mit will- 
kürlich stetigem Uebergange zu verbinden. 

Was zunächst den Querschnitt bei A betrifft, 
so mag, wenn a den Radius des Kreises bedeutet, 
nach welchem der Mittelschnitt des Hakens (Fig. 60) von Innen begrenzt 
ist, der KrUmmnngsradius für den Punkt A der Mittellinie näherungs- 
weise gesetzt werden: 

Es ist dann, unter P die den Haken in der ans Fig. 60 ersichtlichen 
Weise belastende Kraft verstanden, das Kraftmoraent 



somit nach (422): 
und nach (424): 



P. = 



I 



insbesondere im äussersten nnd innersten Funkte des QueFschnittes bei 
A(i; = e, resp. i;= — Cg): 

^ . 1 ^ P. „ _J_^Z 

^ aa-f-Cj + ^i^' ■ a a F 

Bei kreisförmigem Querschnitte mit dem Radius e bei A 

19 



(494). 
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ist ei=e^=^e and a^ der grosste Absolatweith tob a. Wird derselbe 
= k gesetzt, also 

j,^t e P ^ P 
a a Jie* tiaae' 
so ergiebt sich mit 

die folgende Beziebong zwischen x = — and k : 

^[(l+»)(l + ».-|/(l+«)'-l)-0,6j = ^,<«6). 

Ist d die Dicke des Rnndeisens einer mit dem Haken zn verbin- 
denden Kette von gleicher Tragkraft P, also nach Nr. 179: 

d^0,04j/?Centiin., 
entsprechend einer Maximalapannnng ^=: 1040 Kgr. pro Qnadratcentimeter, 
und nimmt man, wie Fig. 60 dwstelll, a = d, so ist 
P 26.25 

Man findet dann aus Gleichung (495) 

z. B. für e = d l,25d l,5d, 

* 2 

also 3; ;:= 1 -— — 

;S; = 2780 1730 1190 Kgr. pro Quadratcentim. 

Wird hiemacb bei Voraussetzung eines Materials , das die Masimal- 
spannung i=1730 als zulässig erscheinen lässt, e^l,25d, d, i. der 
Durchmesser des gröeeten Hakenquerschnittes 2,5 mal so gross , als der 
Durchmesser des Ketteneieeus genommen , so kann nun der gleichfalls als 
kreisförmig vorausgesetzte Querschnitt bei S so viel kleiner gemacht 
werden, dass nach Gleichung (69) in Nr. 26 die Schubspannung in ihm 

mUA=1730 und »» = -—: 

maXT höchstens 

ist , wobei es aber rathsam sein wird , den Maximalwerth von t unter 
dieser Grenze zu halten, da bei einer zufällig etwas schiefen Richtnng 
der Kraft P auch im Querschnitte bei S ein Kraftmoment wirksam werden 
kann, das zugleich Normalspannungen von unbestimmt bleibender Grösse 
vcnirsacht. Der Krümmungsradius der Mittellinie werde auch für den 
Punkt B: 

r = a-\-e = d-^e^l,8e 
gesetzt wie vorhin fiir den Punkt A (thatsächiich ist er bei A etwas 
kleiner , bei B etwas grösser) ; wird dann versuchsweise der Radius des 
Querschnittes bei B: 
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e'=0,45e, aUo —-=4 
angenommen, ao Ist nach (433) der entsprechende Werth von 

<< = 2^(i-j/(.J.)'-l)_l = 0,016184i 1 = 61,91 



und nach (492) mit — statt 







r 


= 0,11235; nuixf{z) = 


= 0,02362 




somit nach 


(489) : 




0,02362 -^ 










rnaxt 


= 61,98 


= 1,464- 


P 

te' 


oder 


wegen 













e- = 0,45 e = 0,45 . 1,26 . 0,04 /P = 0,0225 VP 

1,464 
wMfcCT= -=920 Kgr. pro Quadratcentim. 

Die Annahme c'^0,45e bei e = 1,25(2 erecheint hiemach passend. — 

Bei dem hier voraoBgesetiten kreisförmigen Querschnitte des Hakens 
wird Übrigens seine Widerstand 5 lahigkeit gegen Druck nur sehr unvoll- 
kommen verwerthet , indem das Verhättnias der Pressung im äussersten 
zur Spannung im innersten Punkte des Querschnittes bei A, das nach 
(494) allgemein 




ist, für \ = t^ = e wird 

und insbesondere 

wie oben angenommen wurde. Dieses Verhältniss wird günstiger , 
Verschiedenheit der Ahsolutwerthe von a^ und er, vermindert dnrch 
Wahl einer solchen Querschnittsform, dass Ci > e, ist. 



B. Beliebig gestaltete und belastete stabfOrmloe Körper. 

187< — Es werde jetzt ein stabformiger Körper vorausgesetzt, dessen 
Mittellinie eine beliebige im Äl]g«neinen doppelt gekrümmte Curve ist, 
und der von beliebigen äusseren Kräften angegriffen wird. Von einem 
Punkte der Mittellinie ans seien die reclitninkeligen Äxrichtungen OX, 
OY, OZ HO gezogen, dass OS. in der Tangente, OY in der Binormale 
(der zur Schmiegungsebene senkrechten Normale) , OZ also mit dem 
Krünunungsradius ^ r fiir den Funkt der Mittellinie in derselben Ge- 
raden liegt, und zwar habe OZ die Richtung vom Krümmungsmitt«lpnnkte ■ 
gegen den Punkt hin (wie in Fig. 69, Nr. 183), OY aber die übliche 
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Bkhtang der Axe eioer im Siaoe ZK atattfindenden Diehnng (in f^. 59 
die Rk-Iitong nach vom g^en den Beschaaer hin). Indem vatet den 
äDHseren Kräfien für dm Qaersclinitt YZ alle diejenigen rerälanden werden, 
die den von diesem Qnenottniue an im Sinne OX g«l^enen Tbnl des 
Stahefl angreifen . seien R^ , Rj , Rz die Componentensnmmen dieser Krifte, 
positiv ffir die Rielitnngen OX, OY, OZ, nnd M^, Mj, Jf. ihre Momenten- 
sammen in Bezog anf die Azen , in der Weise fjgebraisch verstanden, 
dajs positive Wer|lie den Drehnnggrichtnngen YZ, ZX, XY entsprechen. 

Die Anslrengnng , nämlich die grösste Dehnnng, die in 
irgend einem Pnnkte (i/, z) des Qnerschnit les YZ durch 
die Belastnng vernrsacbt wird, iat nun nach Gleichung (58), 
Nr. 24, bestimmt, sobald die Spannungen a^ nnd t ^\ ry'-j-i.^ bekannt 
sind, die darch die Kräße Ü,, Jt,, Bz nnd Kraftmomente M,, My, 3It 
bedingt werden. Im Anscblnese an die seitherigen Annahmen und mit 
Rficksicht anf die tbnisäcblieh meistens stattfindenden Verhältnisse seien 
dabei 0¥ nnd OZ als Symmet rieaxen des Querschnittes 
vorausgesetzt} A, S, C seien die Trägbeitsmomente des letzt«en 
in Bezug «nf die Axen , nämlich 

B=/z*dF, C=fy*dF, A=/{^* + z*)dF=B-\-C 
bei Ausdehnung der Integrale Ober den ganzen Querschnitt = F. 

Die Kraft JÜ^ und das Kraftmoment Mj rnursachen aber zusammen 
die Normalspannnng : 



,(„.+^+i^_^)^.,««, 



worin a durch Nr. 169 beslünmt ist. Dazu kommt eine weitere Normal- 
spannung, die von Mz herrührt nnd gerade so, als ob es sich um einen 
geraden Stab handelte , gesetzt werden kann : 

Die durch R^ verarsaclite Schubspananng ist nach Nr. 82, die darcb 
Ri veraraachte nach Nr. 184 zn beurtheilen, die eine wie . die andere 
aber meistens als nebensächlich ausser Acht zu lassen. 

Von erheblicher Grösse kann dagegen die von M^ herrührende 
Schnbspannung sein, die ebenso wie im Falle der Drehungselasticilät 
eines geraden Stabes, also nach Nr. 88 — 93 zu berechnen ist. FBr 
einen elliptisclien Querschnitt z. B. mit den Halbaxen h, c beziehungs- 
weise in OY und OZ wäre 



bc f 6* 



■ nach (228), 



am groBSten in den Endpunkten der kleinen Hanptaxe, nämlich nach (229) : 

max T = TT— ""osp. — -=— r , jenachdem o ^ c ist ; 

?r fc'c fr bc* -^ 

für einen rechteckigen Querschnitt mit den halben Seitenlangen b, C 
parallel Or resp. OZ: 
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am grÖSBten in den Mittelpunkten der längeren Seiten , und zwar nach 
C236) : 

9 M. 9 3f. . ^ , , < . . 

»iaa;x = — -— — - resp. r--T-i-t jenachdem ft-^-C ist. 
16 o^C 16 oc' '^ 

1S8. — Die Deformation des stabrörmigen Körpers 
ist in der Regel nur in Betreff der Aendenmg seiner Mittellinie von 
teclinischem Interesse. Diese ist bestimmt durch die relative Verrückung 
jedes Punktes P gegen einen anderen Funkt f^ der Mittellinie , welche 
Verrückung selbst als die Resultante von unendlich kleinen Verrückungs- 
elementen betrachtet werden kann , die durch die Deformationen der den * 
Elementen 00^^ ^ ds des Bogens jP^P der Mittellinie entsprechenden 
Stabelemente verursacht werden. In der Regel genügt dabei die Berück- 
sichtigung der Wirkungen der auf die Äsen OX, OY, OZ (Nr. 187) 
bezogenen Kraftmomente M^ , My , Sft , welchen gemäss die der Defor- 
mation des Stabelementes 00^ entsprechende Verrückung von P gegen 
als das Resultat von drei unendlich kleineu Drehungen um die Azen OX, 
OY, OZ erscheint, die sich wie folgt berechnen lassen, wenn mit ^, 
Psi Pt ^^^ Perpendikel vom Punkte P beziehungsweise auf die Axen OX, 
OY, OZ bezeichnet werden. 

Das Kralimoment M,^ verui'sacht eine Verdrehung = &ds des Stab- 
elementes 00]^ um seine Mittellinie, d. h. um die Axe OX, und somit 
eine Verrückung des Punktes P normal zur Ebene XOP: 

PP^ — p^&ds. 
Nach Gleichung (247) in Nr. 98 kann dabei der specifische Drehungs- 
winkel 



4 G \B^ 0/ 



gesetzt werden, insbesondere mit n=l für kreisförmige und elliptische, 
n^=l,2 für quadratische und »=1,2 his 1,5 für mehr und mehr 
längliche rechteckige Querschnitte , während S und C die in voriger 
Nummer angegebenen Bedeutungen haben und G den Schuhelasticitätsmodul 
des betreSendon Materials bedeutet. Somit ist 

(496). 

Das Krailmoment My verursacht eine Aenderung des Oontingenz winkeis 

ds 
d<p=^ des Bogen elementes 00^ der Mittellinie, entsprechend einer 

ds 
Drehung :^ ciidg>==u um OY, also eine Verrückung des Punktes 

P noijnal zur Ebene YOP : 






,dbyGoogIe 



294 Knimine atabfSrmige KOrper. 

wobei nach Gleichung (423) (bei VemachläBsigung von P^, entsprechend 
der hier zugelassenen Vernachlässigung der Dehnung Bq der Mittellinie) 

ist, unter o wieder die in Nr. 169 beatimmte , dort ebenso bezeichnete 
Grösse verstanden. Hiermit ist auch : 

^f'-^'^im^i'" <""■ 

Je grösser der Krümmungsradius r in Vergleich mit den Querschnitts- 
dimensionen wäre, mit desto geringerem Fehler wurde nach (435) 

M, . 
•'BS'' 

gesetzt werden können. Vollkommen zutreffend mit den entsprechenden 
Vertauscliungen ist dieser Ausdruck in Betreff der durch das Kraftmoment 
Mx verursachten Verdrehung um OZ, die somit die Verrilcknng: 

PP.=P ^ds (498) 

des Punktes P normal zur Ebene ZOP zur Folge hat. 

189. — Beispielsweise werde die in Nr. 175 behandelte Aufgabe 
dahin abgeändert, dass die entgegengesetzt gleichen Kräfte 
Q (Fig. 53) in den Endflächen des hei A aufgeschnittenen' 
Ringes normal zur Mittelebene desselben gerichtet an- 
greifen, indem wieder ermittelt werden soll, in welchem Betrage =^ 2a 
dadurch der Ring an dieser Stelle geöffnet wird und wie gross seine ent- 
sprechende Anstrengung ist. 

Sind j>, und p^ die Perpendikel vom Punkte A bezieliungs weise 
auf die Tangente und auf den Radius irgend eines Punktes der halben 
Mittellinie AA^, der durch den Neigungswinkel <f) (Fig. 53) seines Radius 
gegen die a;-Axe gegeben ist, so sind es hier die Momente 

M-^ = Qpi und Jl^ =: Qp^ , 
entsprecliend den in Nr. 187 und 188 mit M^ und M^ bezeichneten Kraft- 
momenten, welche (bei Abstractton von untergeordneten Umständen) dieDefor* 
mation der Ringmittellinie verursachen und mit gewissen Antheilen «j und Oj 
an der Grösse a = Oj -|- ci^ sich betlieiligcn , um welche der eine Endpunkt 
A nach der einen , der andere nach der anderen Seite normal zur Mittel- 
ebene verrückt wird. Nach (496} bt aber 

oder wegen ;jj = r(l -(-COS gc); J pi^ dqi = r^\n + —j = — 7tr^ 



G \B^ Ol' 

D,ji,z,db,Google 



Krumme BtabiSrmige E5rper. 
feraBT nach (498): 

oder wegen p^^rsimp; 1 p^d(p = r* — ; 



Mit (? = — ~r-~-E= -—E, entsprechend m = 3, ergiebt sicli somit 

2 J»-|- 1 8 

» = ». + a. = „^[„(^+^)+^] . (499). 

Darin ist B daa Trägheitsmoment des Querschnittes in Bezug anf die znr 
Mittelebeue senkrechte, C dasselbe in Bezug auf die in der Mittelebene 
liegende Normale der Mittellinie , die zugleich beide als Symmetrieaxen 
des Querschnittes vorausgesetzt sind. Ist dieser insbesondere ein Kreis 
mit dem Radius e, wie hier vorausgesetzt werden soll, so ist 

n = l, B=C=^^; alBoa=104~ . (500). 

Was unt«r derselben Voransaetzung die Anstrengung des Ringes 

betrifft , so ist in dem beliebigen , seiner Lage nach durch den Winkel tp 

(Fig. 53) bestimmten Querschnitte die durch das Kraftmoment üfg := Qp^ 

verursachte grösste Nonnalspannung 

/, * i Qr . 

a = Qps r = — -~ sm q> 

und die durch das Krallmoment M^ = QPi rerursachle grösste Sclinbspwinnng 

Da diese in allen ümfangspunkten , insbesondere also auch in den zwei 
Punkten stattfindet, auf die sich jene grösste Normalspannung bezieht, so 
ist ebendaselbst das Maximum von Ee fax diesen Querschnitt nach 
Gleichung (58) mit »1=3: 

= -^^ [si« y + 2 K's^'f + CH-cosy}»] 

Es ist am grössten = 7c fSr den Querschnitt, für welchen 
eosqp— 2si»i-^=l — 2m*-|- — 2s»t^ = 

sj„i^_|_SJ«-^- — = 0; stn^ = s— i y = 42'>56' 
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ist, und ergebt sich damit 

t= 1,869-^ (501). 

Um den Bing so weit zn öffiien , dase ein anderer gleicher Ring 
eingehängt werden kann , müsate nach (500) mit a ^ e : 

«=^*^ "»2) 

sein nnd wäre dann nach (501): 

Ä^ 0,1869 £^{-j (503), 

insbesondere ifc < ---- für ^ > ]/sf^,S, d. i. — > 19,33. 
2000 e e 

Die Vergleichung mit Nr. 175 lässt erkennen, daea eine gewisse 
EröfTniingsweite des Binges durch kleinere Kräfte Q und mit geringerer 
Anstrengung des Materials erreicht werden kann, wenn die Kräfte normal 
zur Mittelebene , als wenn sie in dieser Ebene entgegengesetzt gerichtet siad. 

190- — Eine Spiralfeder von constantem Quer- 
schnitte, deren Mittellinie auf einer Umdrehunggfläche 
liege, sei am einen Ende befestigt, am anderen durch 
eine Kraft P angegriffen, deren Richtungslinie mit der 
Axe der Spirale (der Axe jener ümdrehungsfläche) zusammen- 
fällt. Es soll die axiale Ausdehnung oder Zusammeudrückung i5 der 
Feder nebst ilirer damit verbundenen Anstrengung berechnet werden. 

Zur Unterstützung der Anschauung werde ihre Axe vertical stehend 
gedacht, und ea aeien von irgend einem Punkte ihrer Mittellinie ans 
die in Nr. 187 bezeichneten Axrichtungen OX, OY, OZ gezogen. 
Durch den Funkt sei femer die Horizontalebene E gelegt , in der eich 
die Mittellinie der Spiralfeder ia der C^ve A^OA. (Fig. 61) projicire 
gj mit ^ als Frojection ihres festen Endpunktes, 

A. als Frojection des Angriffspunktes der Kraft 
P; die Polargleichung dieser Curve fiir A als 
Pol und AAf, als Folaxe sei q^^=f{_q>). Ist 
dann OH die Tangente dieser Curve im Funkte 
0, also die Frojection von OX auf die Ebene E, 
und ON normal zu OA, so sei 

Winkel XOH=l, Winkel SON=fi, 
Winkel S'OX = v, 
also CQSv = cosX cosfi- 

Indem nun die Kraft JP von ilirem Angrifispunkte an den Punkt O 
versetzt und hier in die Componenten ü» und Byj zerlegt wird, deren 
Richtungslinien beziehungsweise in OX und in der Querachnitta ebene YZ 
liegen , ebenso das bei jener Reduction auf den Punkt hervorgehende 
Kräfltepaar Pg mit der Axe ON in die Componentenpaare M^ und JJfyz 
zerlegt wird, deren Axen in OX und in der Querachnittsebene liegen. 
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Rt. = Psml, Ejt = Pcosl, Mi = P^cosv, Mj^=Pfsmv 
und kennen Bcbliesslich aus Üy, und Myi durch weitere Z^legung nach 
OY nud ÖZ die in Nr. 187 mit By und S^, My und M, bezeichneten 
Kräfte nnd Kräftepaare erhalten werden. 

Streng genommen wäre endlich noch darauf Rücksicht zu nehmen, 
dasB mit der Deformation der Spiralfeder eich auch die Gleichung ^=f(tp) 
entsprechend ändert, besanders wenn der Angriffspunkt der Kraft P frei 
zur Seite ausweichen kann, während, wenn er geradlinig in der Axe 
der Spirale geführt wird, dadurch Seitenkräfte in den Führungen hervor- 
gerufen werden , welche die obigen Kräfte und Kräflepaare modificiren. 
In Betreff jener seitlichen Ausweichung des Angriffspunktes der belastenden 
Kraft resp. dieaea Seiten druckes der Führung heben sich indessen die 
Wirkungen je zweier Federelemente, die den Winkeln <p und <p -|- ?r ent- 
sprechen , grösstentheils gegenseitig auf, so dass die bezügliche Gesammt- 
wirkung mit nm so geringerem Fehler Temacblässigt werden kann , je 
weniger der Maximalwerth von <f , d. h. der gesammte Windungswinkel 
der Spirale sich von einem ganzen Vielfachen von 2 7t unterscheidet, oder 
auch je weniger der etwaige Unterschied wegen grosser Zahl von über- 
haupt vorhandenen Windungen verhältuissmässig ins Gewicht fällt. Eine 
solche Spirale vorausgesetzt, werde femer angenommen, dass X und fi 
sehr kleine Winkel sind, so dass, indem dann auch v sehr klein 
ist, näherungsweise gesetzt werden kann: 

R^=0, Jty, = R^ = P, M^=P^, My,= 0. 

Mit gleichem Bechte kann dann auch ds = ^ d<p gesetzt werden, 
und da die Verticalcomponente der Verrückung des Angriffspunktes von P 
mit der Verrückung des Punktes A identisch ist, ergiebt sich das Element 
von S, daa durch die Verdrehung eines Federelementes bei verursacht 
wird , nach (496) : 

'''' = «T^(¥ + i) «'*''' 

woraus bei Vernachlässigung des Einflusses der Schubkraft B^=P folgt: 

unter w die Zahl der Windungen verstanden. Der Antheil ^ 6' der 
Sclmbkraft an der Grosse d ist aber in der That mit um so geringerem 
Fehler ausser Acht zu lassen , je kleiner die Querach nittsdimensionen der 
Spiralfeder in Vergleich mit der durchschnittlichen Grösse von ^ sind. Es 
erzeugt nämlich die Schubkraft P eine specilische Schiebung =^ j' im 
Schwerpunkte des bezügliclien Querschnittes = F, die allgemein 
, P 

gesetzt werden kann, unter n' einen mit der Einheit vergleichbaren, 
übrigens von der Querschnittsfonn abhängigen Zahlencoelißcient verstanden, 
und ergiebt sicfi damit das durcli diese Schiebung bedingte Element von d' : 
P 



dS' = yds = n' -^ Qd^ 
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Indem aber BDdererseils 

i\S^ CJ Fa' 
gesetzt nerdea kana , unter a eine mit den Qnerechmttädimenaionen ver- 
gleichbare Länge verstanden, z. B. bei kreisförmigem Querschnitte 
(Radius = e) : 

so ist dem Obigen zufolge: 

dd = n-TTr=, -=-; dW, also -rT^= — \ — ) • 

Die mit ihrer Belastong verbundene Anstrengung der Spiral- 
feder ist bestimmt durch den Maximalirertb der Schubspannong t, der 
nach Nr. 187 dem Maximum von Mi, nämlich M^ = Pr entspricht, 
unter r den grÖsBten Werth von ^ verslanden. 

191. — Im Falle einer cylindrischen Spiralfeder, wobei 
die Kraft P an einem (als starr voraasgesetzten) radialen Arme von der 
Länge r angreifend gedacht wird, iat ff constant = r, nach Glei> 
chung (504) also 

, fiwn P / l 
' = -2^01 
insbesondere bei kreisförmigem Querschnitte vom Radius e mit 

M=l und B=C='^: 
4 

d^iw-^^ (506) 

und bei rechteckigem Querschnitte mit den halben Seiten & , c, 

also 

S = -bc\ C = ^b^c, - + - = --^, 
falls dabei n= — gesetzt wird : . 

>=^ä~ßr'' <^»"- 

Im Falle einer conischen Spirale sei r das Maximum von p, 
r, das Minimum (die Länge des radialen Annes, an welchem P hier an- 
greifend zu denken ist) ; bei Voraussetzung der Projection ihrer Mittellinie 
in der zur Axe (Riehtungalinie von P) senkrecliten Ebene als Archi- 
medische Spirale ist dann 
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Wird also die GröBse ä hier mit d^ bezeiclmet , bo ergiebt Bich ihr Ver- 
hältntBs zu dem Werthe von d, der nach (505) resp. (506) oder (507) 
dner cylindrischen Spirale gleichen Materials bei gleichen Werthen von 
P, r, W und bei gleichem Quersclinitte zukommt, 

ö ' 
Die grösste Schubspannung ist nach Nr. 187 in beiden Fällen 



§^=i^9E^=|('+?)(' + v^) ■ c-)- 



2 Pr 

bei kreisfürmigero Querschnitte: maxT = — — ^ (509), 

bei rechteckigem Querschnitte (c<6): maa;r = — ^j (510). 
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192. — Während unter einem stabförmigen Körper im engeren Sinne 
ein solcher zu verstehen war, dessen zwei Dimensionen (Querschnitte- 
dimensionen) klein im Vergleich mit der dritten (Länge der Mittellinie) 
sind , wird unter einem plattenförmigen Körper im engeren Sinne des 
Wortes ein Solcher verstanden, dessen eine Dimension (Dicke) klein im 
Vergleich mit den beiden anderen ist; inabesondere gehören dahin ebene 
Platten, Bohren und G-efässe, letztere unter dem Einflüsse eines 
dnrch eine Flüssigkeit auf die innere oder äussere Wandfläche ausgeübten 
üeberdruckes. Analog der erweiterten Auffassung eines stabförmigen 
Körpers (Nr. 24) als eines soleben, der seiner Form nach entstanden 
gedacht wird durch die Bewegung einer dabei im Allgemeinen veränder- 
lichen ebenen Fläche längs einer dieselbe beständig in ihrem Schwerpunkte 
reehtwinkelig schneidenden Curve , kann Indessen auch hier der Begriff 
eines platten förmigen Körpers dahin erweitert werden, dass darunter all- 
gemein ein solcher verstanden wird , dessen Oberfläche theils durch die 
Endpunkte aller Lagen einer geraden Linie hindurchgeht, die bei im All- 
gemeinen veränderlicher Länge sicli längs einer sie beständig in ihrem 
Mittelpunkte rechtwinkelig schneidenden Fläche (M i 1 1 el f läo he) nach 
allen möghchen Riehtungen hin bewegt , theils durch diese gerade Linie 
selbst bei ihrer Bewegnng längs dem Umfange jener Mittelfläche be- 
schrieben wird, falls letztere nicht eine in sich zurücklaufende Fläche und 
somit der Körper ein von zwei getrennten Flächen begrenzter Hohlkörper 
(geschlossenes Gefäss) ist. 

Bei Untersuchung der Anstrengung und der Deformation eines sol- 
chen Körpers häufen sich die Schwierigkeiten einer strengen Behandlung, 
so dass man darauf hingewiesen wird, vor Allem zunächst die einfachsten 
Specialfalle zu untersuchen, deren Resultate dann als Anhaltspunkte für 
die Beurtheilung weniger einfacher Fälle dienen können. Ausser einer 
solchen Vereinfachung, worauf schon die Untersuchung stabförmiger Körper 
beruhte und die in der Voraussetzung solcher Körperformen und Belastungs- 
arten besteht , die es gestatten , gewisse der sechs Spannungscomponenten 
01, 0y, 0t, T^, Ty, Tz D^'t voraussichtlich nur kleinem Fehler für alle 
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Pankte Äes Körpers a priori ^= Null zu aeteen , wird aber eioe weitere 
Vereinfachung durch die Voraussetzung solcher Körperformen und Be- 
lABtungBttrten iierbeigeflihrt, wobei sich a priori Schaaren von Linien oder 
von Flächen der Art im Körper angeben lassen , dass in allen Funkten 
je einer eolclien Linie oder Fläche dereelbe Spannungs- und Deformationa- 
zuBtand, sowie eine gleich grosse und nornial zu der betreflendeu Linie 
oder Fläche gleichen ZuStandes gerichtete Verrückung stattfindet. 
Die im Allgemeinea drei von einander unabhängigen Verrückungscompo- 
nenten $ , i] t ^ werden dadurch im Falle der Linien gleichen Zustandes 
auf nur zwei, im Falle der Fläcben gleichen Zustandee auf nur eine 
reducirt. 

In einem solchen Falle ist es dann auch angemessen, das recht- 
winkelige Ooordinatonsystcm durch ein anderes zu ersetzen , das sich der 
Körperfonn nnd den Linien resp. Fläclicn gleichen Zustandes anschliesst, 
sowie den Körper in entfiprceliend andere Elemente zu zerlegen , wodurch 
ual^irlich die Bedingungen des Gleichgewichtes zwischen den Spannungen 
und der äusseren Kraft eines solchen Eörperelementes von anderer Form 
werden, als die allgemeinen Gleichnngen (2) in Nr. 2. 



A. Hohlkugel bei glelchfifrmig vertheiltem Normaldrucke auf die 
Oberfläche. 

193. — Die gleichförmig dicke Wand eines kugel- 
förmigen Gefässes sei einem gleichförmigen inneren 
und äusseren Normaldrucke ausgesetzt; 
r^ sei der innere, r^ der äussere Radina, 

p^ der innere, p^ der äussere Druck auf die Einheit der Oberfläche. 
L'gend eine zwischen den beiden Oberflächen liegende , mit Ihnen 
concentrische Kugelfläche, deren Kadius = ^ sei , igt eine Fläche gleichen 
Zustandes (Nr. 192); für einen beliebigen Punkt derselben sei; 
^ die Aenderung des Radius 2, 
Ol die Normalspannung in radialer Richtung, 

ffi die nach jeder tangentialen Richtung gleich grosse Normal- 
Spannung. 
Alle diese Grössen sind Functionen nur von z ; o^ und iTi sind 
Hauptspannnngen , weil die Schubapannung in jedem Punkte in der zum 
betreffenden Radius senkreehtea sowie in jeder durch ihn hindurch gehenden 
Ebene ofienbar = Null ist, wie übrigens auch ans den Ausdrücken (55) 

Ton T,, Ty, Ti wegen |^jj = nnd — =~-^ hervorgeht Für 

ieden Pnnkt der KugeUläche mit dem Radius z ist femer: 



massigen Längenänderung jedes grössten Kreises der durch 

D,gt,ZBdbyGOO<^[e 



SOa PlatteBförmige Körper. 

diesen Punkt gehenden, mit der Oberfläche der Hoblkngel 
conceadischen Kugelfläche, 
also die verhältniBSmässige Volnmenändemng : 



und nach den Gleichungen (53) in Nr. 22 



\ ' m — 2/ m — 2 \dg ' g J 



'(i+^)=Ä((«- 



. (511). 



)g+4)) 

Denkt man nun von zwei Radien, die den Winkel d(f mit einander 
bilden, den einen um den anderen gedreht und dadurch aus der Engel- 
schale, deren innerer Radius ^= ^ und deren äusserer Radiua =«-]- da ist, 
ein unendlich kleines Körperelement (Fig. 62) heraua- 
*■ geschnitten , so wird dasselbe begrenzt von den als 
^iß^M eben zu betrachtenden Calottan : 
TVg^dip^ und n:{S'\-dzydqi^ 

j*-\ -v^ ""^ '**" ^" Kegelfläche: 27t{s-\- — \d<pdz. 

\ ^ J Bie Spannungen dieser Flächen sind Normalapannungen 

w~ / und auf die Flächeneinlieit bezogen resp. 

V =0.; o. + ^dg; a.. 

Abgesehen von einer auf die Masse des Körperele- 
mentes etwa wirkenden äusseren Erafl wird nun das Gleichgewicht der 
Spannungen an seiner Oberfläche ausgedrückt durch die Gleichung: 

\<Jx-\--rr^ds\7t{g-\'dsyd(f>^^ 

Ot^ g^ d(p^ -\- a^sin dtp . 2n\z-\- — ^d<fidg, 

die bei Weglasaung der unendlich kleinen Glieder von höherer, als der 
dritten Ordnung, wobei auch sindg> = dg> gesetzt werden kann, sieh auf 
die folgende Gleichung reducirt: 

(Tl. 2Ti:edsd(p^-\'-^ds.7tz*d<p^ = a^dtf. 2-rcsdtpdg 

^=|(°"-''-) '«^'- 

Daraus folgt mit Bücksicht auf die Ausdrücke (511) von d und ff,: 

(»-')S+^7r=T(-(«-^'S+(»-^>T) 
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Diese G-leichung, welclie ausdrückt, dass die Terbältniasmäesig 
Volumeuänderung in allen Punkten der HohlkugelTf ani 
gleich ist, kann auch geschrieben werden: 

und folgt daraus, unter c eine neue Integrationaconstante verstanden, 



e^s t e c ] 



(514). 



und daraus nach (613): — ^;=-^ 2-^1 

^ ' dz 3 B^] 

Die Einführung dieser Ausdrücke in die Gleichungen (611) giebt 
für die Hauptspannnn 






(516), 



unter A und B Constante verstanden , durch welche die Constanten 
und c bestimmt sind, nämlich : 



(616). 







A 

2~20' "" 


-Sf 


i A _ 

1 2(r 


= 3^ 


» JE 




wegee G = 


1 •» f.. 


ferner 


B m+lB( 
"^ iQ~ m IE) 




Was aber die Conetanten ^ und B betrifft, 


SO ergeben sie 


der 


Bedingung, dasa 

fiir g^r, sein mt 


iSH: a^-. 


= A — 


24 


= — A 




und flir 


« = r, „ , 




= A — 


^w 


= — ft- 


Daraus folgt: 














Air,' 


-n')=j>,r,> 


-ftfj' 


i ^ = 




— n^ \ 




,»('" 


1 \ 


-«. ■ K 


l_»^ 


-ft 


n'r,» 



(617). 



Mit den hierdurch bestimmten AusdrOcken (515) der Hauptspannungen 
erhält man endlich dieHauptdehnungen Ci und e, nach (53) in Nr. 22 : 



öjL-[-<Ti »» — 2 . j^m-^l B ] 

E — 2g,__ »t— 2 ^ m-\-l B I 



J . {518). 
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Schliesslich ist zu bemerken , dass die TerhaltDisamässige Volumen- 
änderung e der Hohlkugelwand nicht verwechselt werden darf mit der 
verhältnissmässigen Yolumenänderung fij des kugel- 
förmigen Hohlraumes; letztere ist das Dreifache der verhältniss- 
massigen Aendemng des inneren Radius r,, also nach (514) und (516): 
, „ c 3 /m—2 . . m-\-\ B\ ,,.„, 

aus (518) ergiebt sie sich auch = 3Ci für a^=r,- 

194. — Wenn die kleinere der beiden Pressungen p^ und p^ nicht 
wesentlich grösser, als der atmosphärische Druck ist, so kann man sie 
= Null und die andere = dem Ueberdrucke p (= p^—p^ resp,' ^ p^ — p^) 
setzen , um so mehr, als ja auch die Elasticitätsconstanten , mit denen man 
rechnet, aus Versuchen in der atmos pilaris eben Luft ohne weitere Reducljon 
erhalten werden. — 

Für inneren TJeberdruck (^i>Pi) ist dann mit j^ = und 
p^=p nach (817): 

A= r\ : B=4- "[''"''. ^iAr.; 
r^" — n" 2 Ti" — fi" 2 

damit nach (518): 

Ee, 



Ee, 



= P^'^ / w+l ra" , »t — 2 \ 

rs* — r^ \ 2m a* m / 

Ti^ — ri° \ tn e^ m / ' 



Von diesen Hauptdehnungen g^ imd e, ist die erst« überall positiv , die 
zweite überall negativ, und jede absolut genommen am grössten 
an der Innenfläche der Hohlkugel (s = r]), nämlich 

Das Dreifache von ffwxti ist die verhältnissmässige Äenderung e^ des 
kugelförmigen Hohlraumes. Soll eine positive Dehnung höchstens = -=, 

der Absolutwerth einer negativen Dehnung höchstens ^ -=^ sein, so folgt 



™ . = ,, - /»-gXS^ 2mfc'4-3(m — 2)» 

aus max CEe^ < f : ( -^ ) > . ,, — A_ . J. ^ . 

I n \=^j« ( rt\^—mh" — {m — 2)« 1 

^ ' \ r, / "^ m«" — \m-\-\)p \ 



(521) 



und hängt es von dem Verhältnisse V : V ab, welcher dieser Grenzwerthe 
von -^ der grössere nnd somit maassgebende ist. Da nach (S20) 
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iat , so ist jedenfalls die Bedingung max {Ee^) ^ ^ die ungünstigere, 
wenn , wie z. B. bei einer Hohlkugel aus CruBseisen, h'^ -^ h" 
ist. Für eine solche einlebt sich z. B. mit »b ;= 3 : 

p 3 r-^ — V 
Blieben diese Spannungs- und Deformations Verhältnisse bis zum Bruche 
dieselben, so würde also die gusseiserno Hohlkugel gesprengt werden 
durch einen inneren ITeberdruck : 

unter K' die Zugfestigkeit des Gasseisens verstanden. Insbesondere mit 
K' ^ 1240 Kgr. pro Quadratcentimeter 



nach (521) gesetzt werden: 



(^' 



Hl 1r." m f 



oder, da in diesem Falle mit entsprechender Annälierung auch zu 
setzen ist: 

Ti-r, = m—l p , = 1 ^ 



(522), 



' 3 A ' 



insbesondere mit m = d: — 

unter k den kleineren der beiden Werthe ä/ und k" verstanden. 

195. — Für äusseren U eher druck, (^ >jt,) ist mit pt=:Q 
und Pj=j> nach (517); 

... f"' . B = -~ ''"''''' =- An- , 
^~ r.'-r,' • 2 r,'-n' 2 "*" ' 

damit nach (518) : 

Giaah.r, BiBMLcliat and FeniGkeit. 20 
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tl { *n-\-\ n^ wi — 2 \ 

n' \ 2m z* m / 

/ m + 1 n' _ ffl — 2 \ 



Während S^ überall n^^tiv und absolut genommen am gröasten für e = 
iat , kann c^ nur nach aussen hin negativ sein , wenn nämlich 






ists indessen ist dann der grosste Absolutwerth von e^, entsprechend 
e=srf, jedenfalls kleiner, als der gröeste Absolutwerth von ej. Es bleibt 
also nur der grösste positive Werth von e, zu berücksichtigen , welcher 
e = rj entspricht, nnd ergiebt sich somit überhaupt für die Innen- 
fläche der Hohlkugel: 

«„'(-^..)= "(»-') /'' , y| 

3 '",.. '■-'•' . . (523). 

"■ ' m r,' — ri» ^ 

Das Dreifaclie von nmte^ ist wieder die verhältnisamässige Äonderung e, 
i Raumes der Hohtkugel. Soll eine positive Dehnung höchstens 



if n 

^~=, der Absolntwerth einer negativen höchstens = -=- sein, so folgt 

Sind -^r u^d -^ kleine Brüche, so ergiebt eich wegen 
Insbesondere mit m = 3 ist die Wauddicke bestimmt durch : 

{■^)='-h""-—.r^='Ti- 

jenacMem ~ ein beliebiger oder ein sehr kleiner echter Braeh ist, unter 
k wieder den kleineren der beiden Werthe Ä' uad Ä" verstanden. 



B. Umdrehungskfirper mit symmetrischer Belastung. 

196. — Für irgend einen Punkt das Körpers sind hier den Um- 
ständen gemäss drei zu einander senkrechte ausgezeichnete Richtungen 
zu unterscheiden: 
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die axiale Richtung OX, 

die tangentiale Richtnng OY, d. i. die Riclitung der Tangente des 
durch den Punkt gehenden FarallelkreiBes (Radius ^S), und 

die radiale Richtung OZ. 

Der Farallelkreis ist eine Linie gleichen Zustandes (Nr. 192) ; alle 
Beine Punkte erfahren gleiche Verrückungen und zwar nur nach axialer 
und radialer Richtung, beaiehungs weise ^^ ^ und ^. Ist d^nn noch x 
die Entfernung der Ehene des Parallelkreises T<)n einem festen Punkte 
der Körperaxe , so sind die Dehnungen nach den genannten drei aus^ 
gezeichneten Richtungen : 

,=^ ,.=i ..=-^. 

' öx' ^' Jü ' ' dg ' 

Die Grössen ^ und t sind als Functionen von x und e bestimmt 

durch zwei als Differentialgleichungen sicli ergebende Gleichgewichte- 

bediugungcn der auf ein Körpereleraent wirkenden Kräfte in Verbindung 

mit den bei der Integration jener Differentialgleichungen in Betracht 

kommenden Oberflächen beding«ngen. Ein solches Element (Fig. 63) wird 

^ gj aus dem Körper naturgemäss herausgeschnitten durch 

_ zwei zur Axe im Abstände OX. = dx senkrechte 

Ebenen, zwei unter dem Winkel d^ gegen einander 

geneigte Meridian ebenen und zwei concentrische Cylinder- 

flächen mit den Radien z und ^ -(- ds. Von den drei 

ursprünglich rechten Winkeln an den Kanten OX, OY, 

OZ dieses Körperelementes kann durch die symmetrische 

Belastung , in Folge welcher der Körper nach wie vor 

ein vollkommener Uradrehungskorper bleibt , offenbar 

nur der Winkel an der Kante OY eine Aenderung 

< erfahren; von den drei Schubspannu&gen Zt, ty, Xx ist 

also nur Tj nicht ^ Null und werde einfach mit t bezeichnet. 

Auf die um den Punkt Ijerum liegenden Seitenflächen 

YOZ=zdgdqi ZOX=dxdz XOY=sdxd(p 

des Körperelementes wirkt nun die angrenzende Körpermasse mit den 

Normalkräflen : 

Si = (Ti ^ de d(f Sy = Oy dx ds Si^a^e dx d(p 
und zwar, wenn sie positiv 8ind,xbezjehungaweise nach den Richtungen 

XO YO ZO. 

Schubkräfte werden nur auf die Seitenflächen YOZ und XOY ausgeübt, 
nSmIich 

auf XOF: ta = Tedxdf, auf YOZ : ts^=Tedzdf, und zwar, 
wenn positiv, 

beziehungsweise nach XO 20 gericlitet. 

Auf die gegenüber liegenden drei Seitenflächen wirken die Spannungskräfte : 

, dSx -, , , dSy , , , ÖSi , 

8x = s» + ^: — dx Sy = Sy + -^ dm Sz = Si + -t— os 




bx 



u=t^+^t "' 



nach OX OY OZ 
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oder wenigstens nach Richtangen, die von OT imd OZ nur unendlich 
wenig verschieden sind, und endlich mag im Allgemeinen noch eine äuseere 
Kraft auf die Masse des K5rperelementes wirken in solchem Sinne, dass 
fiie in eine axiale und eine radiale Componente zerlegt werden kann 
beziehungsweise ^=: X und Z pro Volumeneinheit des Körperelement«9 
= edxds dq>. 

Dem G-teichgewichte dieser zwölf Kräfte entsprechen sechs Gleichung^i, 
von denen aber vier identisch sind. In Bezug auf drei Axen nändicb, 
die durch den Schwerpunkt des Körperelementes in axialer, tangentialer 
und radialer Richtung gezogen werden , sind die Gleichungen , durch 
welche die Momentensummen der Kräfte für die erste und dritte dieser 
Axen = Null gesetzt werden , deshalb identisch , weil diese Axen von 
allen Kräften geschnitten werden oder mit ihnen parallel sind; die 
Momentengleichung Süt die tangential genchtete Axe ist identisch, weil 
die Beziehung 

rxt=Tii=t gemäss Crleichung (1) in Nr, 2, 
die sich anderen Falls daraus ebenso wie in Nr. 2 ergeben hätte, hier 
sclion als bekannt vorausgesetzt ist. Auch von den drei Gleichungen, 
welche ausdrücken , dass nach jeder der drei Asrichtungen die algebraische 
Summe der Kräfte ^= Nnll ist , ergiebt die auf die tangentiale Axrichtnng 
bezügliche nur 

SJ=Sy, also -r— i- = 

oder 9; = einer Function nur von x und e , wie übrigens schon aus dem 
Charakter des Parallelkreisea als einer Linie gleichen Zustandes zu folgern 
war. Es bleiben also nur noch die Gleichungen übrig, durch welche die 
Kraftaunuuen nach axialer und radialer Richtung = Null gesetzt werden: 

Si'~Si+^' — ta. + Xgäxdsd<p=0 

St — Si — 2sjSin-^-{-tJ~t^-\- Zgdxdedq>=Q 

oder mit Biickeicht auf obige Ausdrücke von Sx, Si, tti, ta' und mit 
dw dw 

-~ dx + -v— dz-\'Xedxdsd<() = (i 

-T^äs — Sjd(p-\--r—dx-{-Zedxdedif> = Q 

oder mit Rücksicht auf die Ausdrücke von Sx, Sy, S,, tat ta »»d bei 
Division der Gleichungen durch gdxdzdifi: 



tto. 1 ii{zz) 



1_ i.(^a.) 
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197. — G«mäM dem in Nr. 23 dargestellten allgemeinen Verfahren 



I (626) die Ansdrücke 
(iS , e \ 26 



' ix 



1^ il / 



,.= 2e(il+ « )=^((»_,) 

„-2<f(i+-^)=-?«5(f+(».-»i + f) 
' \e ' m — 2/ m — 2\dx ' ^ ' e ^ hz f 

Vd« ' m, — 2/ »B— 2\ 



m — 2Vöa: 



^+|+(».-.,|£) 



(527} 



\')ix~ is } 

zu Bobstituireit , um so zwei simultane partielle Differentialgleichungen zu 
erhalten , die durch ihre mit Berücksichtigung der Oberflach enbedinguogen 
auszuführende Integration die Grossen ^, ^ als Functionen von x, z ergeben. 
ludem dadurch nach (527) auch die Spannungen ff,, Oy, u^ und t 
bestimmt sind , reducirt sich mit t^ = t» ^ und t^:=^z die eubische 
Gleichung für die Hauplspaunungen (Nr. 23) auf: 

(.».-")K-o)(<'.-<')-(<',-<').'=0, 
zerlegbar in: a^ — 0=z(i und ff* — (ffn + ffj) ff + »s Ci — 1-^:^0. 
Hiemach ist ffy eine Hauptspauuung , und weim sie mit o^ bezeichnet 
yf'ixA , so sind die zirel anderen : 

a, \ _ J.+ »,+ >^(».-J.)'+4«' 
". ) 2 

nnd schlieselicli die entsprechenden Hauptdehnungen bestimmt durch : 



(628). 



= -^' + 




j/(ffx— ff,}*+4TV 



UebrigeuB hat man auch , nachdem ^ und ^ aU Functionen von s 
und e gefunden sind , 



nnd 

(Nr. 


damit 
23): 


die 
4 


(e.-.)(.,-s)( 


ab Wurzeln 


'^TF + V 
e der eubische 

-.)r'=o. 


Gleichung 


zecfa 


llend 


«>i 


y — E = 


und « 

. + «. 


>-(e.+ .. 


e + e.«. 




= 0, 


also 


2 


)■ + ,." 


. (520). 














D, 


tiZRd b 
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Bei den folgenden Spccittlfallen wird vielfacli eine der Normal- 
«punnongen Oi, O^ ^ Null zu setzen sein. Ist 2. B. a^ = 0, so folgt 
aus (527): 

Cx+Cy , , m — 2 - , \ , 

=' = — ^1 ' e = «. + e,+ e. = -— j-(ex + «y) 



L Holüoylinder bei gleichförmig Terthelltem Normaldnicke 
auf die Innere und äussere CyUnderflSehe, 

a. Der HohloyllDder ist an den Enden offen und frei 

198. — Indem auf den Rand des Hohlcylindera keine Kraft« wirken, 
auch diese Bänder ganz frei sein sollen, ao daas alle Querschnitte sich in 
gleicher Weise erweitern oder zusammenziehen können, jenachdem der 
innere oder äussere Druck überwiegend ist, so sind hier a^ und t 
überall = Null, 

Ol, Oy, Gl Hauptspannungen , 
Gl, Sj, £x HauptdehnuBgen, 
die einen und anderen für alle Querschnitte gleich , nur abliängig von e. 
Wegen «r, = ist analog den Gleichungen (530) : 

» = ^(i + ii) (531, 

' nt— 1\ e de/ m — 1 \ ^ ' dz) 

Von den Gleichungen (526) , worin ausser «r, und x auch X und 
Z =; Null sind , wird die erste identisch , während die zweite übergeht in : 

dz ' 

und durcli Substitution der Ausdrücke (532) von <Ty und Oi in : 

d^ , ^V'dF) c de „ 

-j^ + m ^ m- 3^ = 

de de z de 



"■ dl 




-§ + 


d( 
de 


de 


c 



de" de 
Daraus folgt durch Integration mit Rucksicht auf (531): 
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und indem diese Gleichung, welche zeigt, dass die verhältnisS' 
laäBsige V olumenändernng e in allen Punkten der 
Oylinderwnnd gleich ist, auch geschrieben werden kann: 

dz dz 

ergiebt sich , unter c eine zweite Integrationscoustante verstanden, 

. (534). 






und daraus nach ("533): -=^ = r- I 

'da 2 e* i 

Die Kinfilhrung dieser Ansdrücke in die Gleichungen (532) giebt 

2Ö /, , ,, 6 , ,, c \ . B \ 
m~l V -^ 2 ^ ' Ä*/ s* } 



. (535), 



unter Ä und B Constante verstanden , durch welche h und c bestimmt sind : 
-1 A „m— 1 A \ 



^ 1 m „■ S m+1 S 



(536). 



während sie selbst, wenn 

r^ den inneren, r^ den äusseren Radius, 

p^ den inneren , p^ den äusseren Druck auf die Einheit der Oberfläche 
bedeutet , sich daraus ergeben , dase 



fQr z^^Ti sein muss 


<'.=Ä-^=-p, 


und für S^^r^ sein muss 


a^ = A—-^ — -~Pt 


araus folgt: 

^ = — Tä -TT-' 


^ = ta-J^)7^ 



(537) 

und ergeben sicli mit den hierdurch bestimmten Ausdrücken (535) der 
HanptspannungcD ffy und a^ nebst 0^ = die Hauptdehnungen: 

m m I 

m-j-l B 



m 

Nach (533) und (536) ist schliesslich die verhältniss 
lumcnänderung der Cylinderwaadi 
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""-?4 .... (639), 

die verhältnisemäseige QnerschnittBänderung des Hohl- 
raumes dag^en: 

e, = 2fir för «=*■, 

wt+1 B\ 



_ 2 { m—1 . , wt-t-1 B \ 



199. — Wenn die kleinere der beiden Pressangen p^ und p^ nicht 
wesentlich grösser, als der atmosphärische Druck ist, so ist gemäss der 
Bemei^ung zu Anfang von Nr. 194 füir inneren Uebordrnck 
(ßi >i>g) mit /), = und p^ =p nach (537) : 

A = ^^: B=J^ = Ar,', 
damit nach (538) ; 

m r%^ — n* 

^^^^ Pfi^ / »t+ 1 ra' "*— ^ . 

ra' — »"i* V »M 0^ m /' 

Die grösste positive Dehnung ist hiemach = ef für «==»■, und die grösste 
negaüve absolut genommen =: — d fQr £=;»■,, die gröeste An- 
strengung also jedenfalls an der Innenfläche des Hohl- 
cylinders: 



h" 

tiven höchstens ^ r^ i 

E 



- 1) fj* — (»t — 
■ m(r3^ — ri^) 

E ' 



.(-^e.)= ""+'2:;'.-'r-'>^'' p|' 



' ^ \r,/ '^ mir — (m 



-i)p] 



-(m+l}i) ( 
,• T. \ = jj/ /nY~mif' — (m — l)i)f 



(542). 



WtÄ" — (»»-1-1)^ J 
In der Kegel ist der erste dieser beiden Grenzwerthe von — ^ der grössere 
und deshalb maaesgebende, jedenfalls dann, venn k'^k" ist, da nach (541); 
tnax{Eej)>tmx{ — J?e,). 
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kleine Brüche, so kann statt (542) gesetzt 



werden : 



('+^y='+^^H 



m Jif^^m k' 
n — 1 p . in-|-l p 



und ist der erste dieser beiden Grenzwerthe maaesgebend , sofern nnr 
i'<»iÄ" ißt, 

200. — Für äasseren üeberdruck {Pt^Pi) '^^ °"' Pi^O 
und p^ ^=p nach (537) : 



»"a — n Ta^ — n^ 



damit nach (538): 



m ri' — rr 



__ 2 p ra' 
m rj* — ri 

" r^ — n' V »» B^~^ m / 

An der Innenfläche (e=:rj} sind — Cj nnd e, am grössten. Soll 

nnd )Maa;(~i;e,) = 2— ^^^<Ä" 

^ " r»^ — n' 

sein, so folgt 

also, wenn -=j nnd pj so kleine Brüche sind, dasa 

©'=('-^^)'='-^^ 

gesetzt werden kann: 

^ ^>~fr'«»''>^ .... (5^ 



201. — Nach Nr. 199 nimmt die für die Anstrengung eines Hohl- 
cylinders bei innerem Ueberdrucke r= j> pro Flächeneinheit ntaassgebende 
Dehnung im Sinne des Umfanges von der inneren znr äaBseren Cflinder- 
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lläclie stetig ab , eo Aase sie bei grösserer Wanddicke (z. B. bei einem 
Geschützrobre unter der Wirkung des Druckes der Pulvergase) an der 
äusseren CylinderflScbe erheblicb unter dem zulässigen Maximal werthe 
bleiben muss , wenn sie denselben an der Innenfläche nicht übersclireiten 
soll. Behufs einer vollständigeren Ausnutzung der Widerstandsfähigkeit 
des Materials kann aber ein solcher Hohlcylinder aus holilcylindrischen 
über einander geschobenen Schichten der Art bergestellt werden, dass vor 
der Einwirkung jenes Druckes p sich diese Schichten bereits in Defor* 
mationszuständen befinden, die von innen nach aussen in entgegengesetztem 
Sinne veränderlich sind, wie diejenigen, die durch den Druck p zusatzlich 
verursacht werden , dass nämlich die Dehnung dieser Schichten im Sinne 
des Umfanges für die innerste Schicht negativ ist , gegen die Mittelfläche 
der cylindrisclien Wand hin absolut genommen abnimmt und dann nach 
aussen hin in eine zunehmende positive Dehnung übergeht. Zu dorn Ende 
müssen die (von innen nach aussen gerechnet) auf einander folgenden 
Schichten vor ihrer Zusammensetzung solche Dimensionen haben, dass der 
innere Kadius einer jeden etwas kleiner, als der äussere der vorhergehenden 
ist , auf welche dann jene uacli vorhergegangener Erwärmung und ent- 
sprechender Erweiterung aufgeschoben werden kann, um bei der Erkaltung 
sich darauf festzuklemmen. Die sich hier darbietende Aufgabe werde be- 
stimmter formulirt wie folgt ; 

Welche inneren und äusseren Radien müssen die 
«Schichten, ausdenen der Hohlcylinder gebildet werden 
soll, vor ihrer Zusammensetzung und in kaltem Zustan de 
haben, wenn für den zusammengesetzten Hohlcylinder 
im kalten Zustande vor der Einwirkung des inneren 
TJebordruckes p der innere und äussere Radius^=ra nnd 
r„ , die Radien der auf einander folgenden Berührungs- 
flächen =rj,j"j...rn—i gegeben sind, und wenn durch 
die Einwirkung des inneren Uoberdruckes p an den 
inneren Flächen aller MSchichten gleich grosse resul- 
tirende Dehnungen (durch Zusammensetzung mit den daselbst sch«a 
vorhandenen) verursacht werden sollen? 

Die gesuchten inneren imd äusseren Radien der isolirten Schichten 
seien: 

Oq und Tij , Ol und b^ , Oj und h^ . . . . On— i und ha 

för die 1. 2. 3 «" Schicht, 

femer a^ und /?,, «^ und ß^, «j und ß^ . . . . a„_i und ß,^ 
die Dehnungen an der inneren und äusseren Fläche dieser Schichten im 
zusammengesetzten Hohlcylinder vor der Einwirkung des Druckes p , der 
für sich an den inneren Flächen die Dehnungen zur Folge habe : 

Eo h ^ *"-> 

Sind dann femer p^ p^ }}„—\Ak specif. Pressungen 

in der 1. 2 (»— l)'™ Berührungsfläche 

der Schichten vor der Einwirkung des Druckes p, so können nach 
Hr. 198 
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Oq und ß^ durch p^ , a^ und 6, 

Oj und ßj durch p^, p^, CEj und &, 

Of und /9, durch J^ > iij j Og und i^ 

«n—i und dadurch ^n—ij «o—i und 6n 
ausgedrückt werden, wonach fiir die (Zn — 1) Unbekanntem 

Pi ■ • -Pn-i, «n . . . Oa-^i, &i . . . 6„ 
eicli ebenso viel Gleicliungen ei^ebes, nämlich die 2n Gleich 

r.=S.(l+A) = o,(l + «0 



(546) 



r.-, = i._,(l + /f.^,)=a._, (1+0.-0 
r. = S.(l+« J 

und die (« — 1) Gleichungen: 

Oo + e^=a,-|-e.= ...=ß„_i + e„_. . . (547), 
in denen e^, e^ , , , Cn-i durch Nr. 199 bestimmt sind. Indem a^ negativ 
i§t, ergiebt sich die grösete Anstrengung für den zusammengesetzl^i Hohl- 
cylinder im Verhältnisse 

kleiner, als sie bei gleichen Dimensionen fiir den homogenen, ursprünglich 
spaanungalosen Hohlcylinder sein würde. — 

Zur Vereinfachung obiger Rechnung kann in den Ausdrücken von 
«0 Oj . . . «n_i und /?^ ßa ■ ■ • ßa 
mit Vernachlässigung kleiner Grössen höherer Ordnung 

fo f^^ «0» **! ^^ ^1 "°^ *ht ^i ^' ^1 "°^ Oj . . ■ Tn f^T ba 

gesetzt werden, und indem dann die Gleichungen (647) nur die Un- 
bekannten Pi, p» • ■ ■ Pn—i enthalten, sind diese dadurch bestimmt, dann 
auch die Grössen a und ß, wonach schliesslich gesetzt werden kann: 

ao = »-o(l— «o) ) 

6, =ri (1 — ß^) ; a, =r, (1 — «0 



(548). 



„_, = r._i(l— /S._0; an_, = r„-,(l— «„_i) 
6„ = r„(l-,S„) i 



2I)2. — Als einTachstcs Beispiel der in voriger Kummer behandelten 
allgemeineren Aufgabe sei 



und werde fH=:3 angenommen. Nach Nr, 200 ist dann: 
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I. 9 M 1 2\ 18 

_. 9 /4 4 , 2\ 9 34 34 

^''' = -tV¥T+tM = -T27''' = -15J'' 

und nach Nr. 199 : 

_ 9 /4 16 , 2\ 9 82 82 

■«'«i = l6^r^l,TT+TM =y 27 ''' =21"' 

1 /'4 16 , 2\ 82 . 

Nach (547) ist aUo p, beadmmt durch die Gleichung: 
18 









-¥^.+2.= 


21-''' + 81* 




und 


folgt 


daraas: 


700 


) = 0,1316 j) 






''■ 27 . 197 ' 








«0 = 


- 0,474 f 


ft= — 0,298 


P 






' 


0,514| 


A = 0,338 
^ = l,526f 
).763. 


V 
E 



somit Bchon bei nur zwei über einander geschobeuen Uohlcjlindem eine 
Ermässigung der Anetrengnng um fast 24 %■ 



b. Der HoMoylixder Ist an den Enden festgeklemmt oder durch Boden 
gesohlossen. 

203. — Wenn der Hohlc^Iinder an den Enden nicht offen und frei 
ist , so dass sich nicht alle Querschnitte in gleichem Moasse ausdehnen 
oder zusammenziehen können , so flilirt die strenge Untersnchnng zn so 
grossen Schwierigkeiten, dasa sich das Bedürfniss herausstellt, dieselben 
durch vereinfachende Annahmen zu vermindern analog denen, auf welchen 
die Untersuchung des Spannungs- und Defonnaüonszustandes belasteter 
stabtbrmiger Körper im zweiten und dritten Abschnitte beruhte und welche, 
ebenso wie sie dort um so zutreffender waren, je kleiner die Querachnitts- 
dimensionen im Vet^leich mit der Stablänge, so hier um so weniger fehler- 
haft sind, je kleiner die Wanddicke Ä^r, — r, des Hohl- 
cylinders im Vergleich mit denBadien r^ und r^ ist. Die 
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der 



Dflä 



gle 



Iten Bpecifischen Normaldrucke p und in 
zt gleichen Kräften P, die an den Enden 
auf die Ränder des Hohlcylinders ringsum gleichförmig 
vertheilt in axialer Bichtung wirken (ziehend oder drückend, 
jenachdem P posiliT oder negadv ist). Insbesondere bei einem an den 
Enden durch Böden, gleichfalls mit p pro Flächenein- 
heit belastet, geschlossenen Uohlcyliuder, z. B. einem 
cylindrischen Dampfkessel, bt P=«r,*j). 

Bei Voraussetzung der in Nr. 196 erklärten Bezeichnungen kann nun 
die radiale (zur MitteUäche senkrechte) Normalspannnng a^ mit demselben 
Hechte ausser Acht bleiben wie bei stabförmigen Körpern (Nr. 24) die 
zur Mittellinie senkrechten Spannungen Oy und ff, = Null gesetzt wurden, 
so dass nach (ö30) folgt: 

m— IV bx ' s / ' m — l\dx ' s/ 

Ist ferner r = -^~—^ der ursprüngliclie Radius der Mittelfläcbe des 

Hohlcylinders, 

fl die mit seiner Deformation verbundene Äenderung von r, 
V die Entfernung eines Funktes resp. Parallelkreises von jener mitt- 
leren Cylinderääche , positiv nach aussen , negativ nach innen , also 

e = r-\-v, so kann — ^^— gesetzt werden mit ähnlicher Annäherung, 

wie bei der Untersuchung stabformiger Körper von den Aendenmgen ihrer 
Querschniltsdimensionen abstiahirt zu werden pflegt, falls ausserdem 
jedes V hinlänglich klein im Vergleich mit r ist, um da- 
gegen vernachlässigt werden zu können. Dadurch wirdt 
26 r..H: .\. ._ 2e —--,(549), 
! Function 



J / bi . e\ 2G fbi . i 

'1\ bx ' r / ' m — l\dx ' » 



und ist darin ^ eine blosse Function von X, § dagegen 
von X und von der (statt ß eiogeftihrten) Variablen v. 



In Betreff der Art, 



bx 



abhängt, kann endlich noch 



eine einfache Annahme gemacht werden analog derjenigen, die der Unter- 
suchung der BiegungBelaaticität gerader Stäbe in Nr. 86 zd Grunde gelegt 
wurde. Bliebe nämlich der Ort der ma- 
^^' **■ teriellen Funkte, die ursprünglich in einem 

£adius lagen , auch bei der Deformation 
eine zur Mittelfläche senkrechte Gerade, 



Cri die axiale Dehnung in der Mittel- 
flache, und unter 

R den Krümmongsradius der Meridian- 
linie der deformirten Mittelfläche 
(Fig. 64) verstanden, analog Glei- 
chung (74) a. a. 0. 
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bx 



(550). 



mit dem oberen oder unteren Zeichen vor -^, jenachdem derErÜmmnngs- 

mittelpimkt nach der Seite der Cjlinderaxe ÄS hin oder auf der anderen 
Seite liegt, jeoachdem also nähern ngs weise analog Gleichung (82) in 
Nr. 40: 

ist, womit sich für alle Fälle ei^iebt : 

ei^=T- = eri — i?-r^ ■ ■ 
dx dx^ 

Wenn zwar in Folge der Wirkung der Schubkräfte die ursprQnglich zur 
MitteUläche senkrechten materiellen Geraden in der That nicht auch zur 
deformirten Mittelfläche senkrechte Gerade bleiben, so ist darum doch die 
Gleichung (550) mit derselben Annäherung zutreRend, womit zwei in einer 
Heridianebene unendlich nahe benachbarte solclie materielle Linien we- 
nigstens als gleich gekrümmt und gleich gegen die Meridianlinie gelegen 
gelten können, ähnlich wie jene (auch Hpäter bei der genaueren Prüfung 
in Nr. 142 — 165 hinlänglich bewälirt gefundene) Gleichung (74) in 
Nr. 36 darauf beruhte, dass zwei unendlich nahe benachbarte materielle 
Querschnitte als gleich gekrümmt und gleich gelegen gegen die elastische 
Linie betrachtet wurden. 



(549) , wenn mit o„ die axiale Normalspannung tr, in der Mittelfläche 
(ti=rO resp. 2=r) bezeichnet wird, 



h(' 



Ist aber F=^2nrh der Querschnitt des Hohlcy lindere, so ist 
2e / . Q\ P 

ffr. = 7 ( »»«rx + — ) = -rf 

m — 1 V ' r / F 



m-1 1 P lg _ m^-l P J^e_ .,KU 

^ tn 2GF m r~ m^ FF m r ^ ^ 

ff» = 4 ^^Sv~^. .... (652) 

F tn'—l dx^ 

; auch aus (549), (560) und (551): 



m'—l \ dx* ' r/ 

m 
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Ist der Holilcylinder durch Böden geschlossen, die auch dem 
Drucke p ausgesetzt sind, so ist : 



K'-D" 



gesetzt werden kann, wenn h hinlänglich klein im Vergleich mit r ist. 

204. — Nach dem in Nr. 197 erklärten Verfahren wären nun die 
Ausdrflcke (552) nnd (553) von ff, und Oj nebat ffi = und 

in den Gleichungen (52G) zu substituiren, nm durch ihre Integration und 
mit Rücksicht auf die Oberflächenbedingnugen q als Function von x, 
sowie I als Function von x und v zu erhalten. Nachdem indessen §. 
durch die Gleichttng (550) aus den Ausdrücken von a^ und Oj fort- 
geschafft worden und somit nur noch q als Function von x zu bestimmen 
übrig geblieben ist, wozu eine Gleichgewichtsbedingung ausreicht, kann 
eine der Gleichungen (526) hier znr Bestimmung von t dienen. Die 
erste derselben ist aber mit X = und e = r (bei conseqUenter Ver- 
nachlässigung von V gegen r) : 

^ + ^ = ^+^ = 0, 

dx ' be bx ' bv 

und folgt daraus mit Rücksicht auf (552): 

unter f{x) eine Function von x verstanden, die dadurch bestimmt ist, 
dass % (nach Nr. 196 ■= ty oder bei noch vollständigerer Bezeichnung 

= t^^T2^) fiir 11;= + — den Werth Null hat (widrigen Falles auf die 

Oberfläche des Hohlcylinders eine axiale äussere Kraft wirken mflsste). 
Somit ist 

m' „ k' — in* d'ß 

m^ — 1 8 die* 



(656). 



Die zweite der Gleichgewichtsbedingungen (526) , worin Z und o, 
^ Null zn setzen sind, ist endlich zur Bestimmung der in den Aus- 
drücken von (7,, ffy nnd T vorkommenden Function q von x, d. h. zur 
Bestimmung der Gleichung der Meridianlinie (Fig. 64) der defonnirtwi 
MittelJläche disponibel geblieben. Indem aber diese Gleichung dadurch 
entstanden ist , dass die algebraiaclie Summe der nach radialer Richtung 
auf das Volumen element (Flg. 63) wirkenden Kräfte ^^ Null gesetzt wurde, 
hat sie offenbar mit der Vernachlässigung von Oj ihre Gültigkeit Verloren, 
und muss sie vielmehr ersetzt werden durch eine analoge Gleichung mit 
Bezug auf ein Kürperelement, das aus der ganzen Dicke der cylindri- 
aclien Wand von zwei in der Entfernung dx parallelen Querschnitt^ebenen 
nnd von zwei unter dem Winkel dqi g<yen wiander geneigten Meridian- 
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.. JA hinenfläche = (r — —-jd^dx 
. ., intek p ansgeübt wird, erhält man 



>Jwr bei abermaliger VenuicIilSssigiing von v 
tut sin - = — ~ und bei Division der Glei- 

. ,-dv-\ / 0ydv — p = 0. 

.i\* Ausdrücke (553) nnd (655) von Oj nnd t folgt 

l 12 dx* ' r \m F ' r / ^ 

-. .., '»'-' g -1" "''"^ Wn 1 ^ *'\ 
■ ''' «(« r*Ä*" m» Eh'Y^ mF r)' 

.■viohiing hat, nnter h nnd S Conatante verstanden, die Form: 

vuiii darch die Substitution : ^ :^ —^ -\- a , nnter a eine andere 
.utiuU von X verstanden, auf die noch einfachere Form 

^lArocht werden. Somit ist : 

, = ^ + «„,.A = ^(p-l.^i). . (566), 

während a bestimmt ist durch die Gleichung: 
d*a ,,„»»»— 1 o 



dx* ^ m* r^Ä» 



= 



C554) : 
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205- — Der DifTerentialgleichuDg (S&7), dm geschrieben werde in 
der Form : 



4^ + 4,'a=0mU«=j7l<^!=a . . (659), 
entspricht daa allgemeine Integral : 

unter e die Basia der natürlichen Logaiithmen, 
Ci, Cgi Cf, C^ constante Coefilicienten, 
c,, c^, Cj, Ct die Wurzeln der Gleichung 
c* + 4a* = 
verstanden. Dieselben sind imaginär und darstellbar durch; 

mit i ^ y — 1 , so dass 

wird. Mit Hülfe der bekannten Gleichung 

e+^i = cos X ^ism X 
kann indessen durch Einführung neuer Constanten f, g, f, g' statt Cj, 
(\, Cg, C^ die imaginäre Form jenes Integrals in eine reelle verwandelt, 
nämlich gesetzt werden : 

a = e"< [(C,+ C^) cosinx) + (Q— C^) isin (nx)-] 
+ e"'' [(<?,+ C^) cos (n'x) + (G,— CJisin (n'ic)] 
= e"" [fcos (nx) +gsin (nx)} + c"'* [/' cos (»'a:) + ^ sin (n'a;)'] . 
Was aber die CoefScienten m, n, m', n' betriffl, so folgt aus 
c* + 4o* = oder c = a ^2 (— 1)^ 

wegen(-l)T= 3, 3, lA+lA 

'l=m + «t = a(l + i), also »» = «, n = a 
^l=m'+M'i = a( — 1+»)) also »»'== — a, n'=a. 

Mit dem obigen Werthe (5&9) von a ist hiernach schliesslich: 
a = ^\fcosiax) + gsmiax)-] + e-"[fm{ax) + ^sin{flx)-\ . (560), 
and bleiben nur noch die Constanten f, g, f, g' mit ROcksicht auf die 
Bedingungen zu bestimmen , denen der HoMcjlinder an seinen Enden 
nnterworfen ist. 

206. — Wenn insbesondere beide Enden desHohlcylinders 
denselben Bedingungen nnterworfen sind, so dass die mittlere 
Querschnitteebene nach wie vor Symmetrieebene ist, so muss, falls der 
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ebenen herausgeschnitten wird. Indem auf die Innenfläche = (r —jdqidx 

dieses Körperelementes der speciflsche Dmck p ausgeübt wird, erhält man 
die Gletchgemchtsbedingung : 

f {r -\- v) dip dv -r~ dx — f2dxdvaySin—^-\~p(r — — 1 dy da; = 0, 



and bei Division der Glei- 

Z 2 

chung durch — r dtp dx : 

-/■If'"'+I/''''"'-^=''- 

Mit Rücksicht auf die Ausdrücke (553) und (655) von (Ty und t folgt 
darans wegen 



-E 



*> <j'f , 1 / 1 r 



1 12 dar* 



+ia^+-^)»-- 



d'H I i; »'-' g .-,■■ '»'-1 ' f„ 1 P *\ 
äa;'^ 0." r"*' i»' £»' V^ mF rj' 

Diese Gleichnng hat, unter 6 nnd B Conatante verstanden, die Form; 

und kann dnrch die Substitution : ^ ^ -5- -}- a , unter ce eine andere 
Function von x verstanden, auf die noch einfachere Form 

d*a 

44 + 6a = 
dx* 

gebracht werden. Somit ist : 

« = ^ + <.«ll^ = -|l(p-l.^i) . . (566), 
während a bestimmt ist durch die Gleichung : 

ff.+ ,2i5!=± « =0 .... (657). 

— JiL 

F 2* 
(664): 

. r" / 1 P\ 2l»— 1 pr' ,„„, 

D,BlradbjGOO<^le 
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205. — Der Dilferenlialgleichung (567), di« geschneben werde in 
der Fonn : 

--^-|-4a*a = mit a=[/ ^'■'^ ~}' . . (569), 
entspricht das allgemeine Integral : 

unter e die Basis der natUrlicIien Logarithmen, 
Cjt Cj, Cg, Cj constanle Coeffidenten, 
f^ij '^j ^j 1^« ''•^ Wurzeln der Gleichung 

verstanden. Dieselben sind imaginär und darstellbar durch : 

' l =ni + Mi, *\ = m'^n'i 
mit i = y — 1 , Bo dasa 

wird. Mit Hülfe der bekannten Gleichung 

e±'-^ = cosx-^isinx 
kann indessen durch Einiiihrung neuer Coustanten f, g, f, g' statt Ci, 
Ci> Cti (^4 die imaginäre Form jenes Integrals in eine reelle verwandelt, 
nämlich gesetzt werden : 
= 6"» [{0,+ (\) cos(nx) + (Gt-~Ct) ism(nxy} 
+ «"'' [{C;+ CJ cos{n'x) + (Ca— C,) »««{«'«)] 
= e™^ [/"cos (nx) -\-gsm («a:)] + e"'' (/' cos (n'x) + ^ sm («'*')] . 
Waa aber die Coefficienten m, n, m', n' betrifll, so folgt ans 
c*+ia*=0 oder c = ay^(~l)^ 

tcös-^±m«— =-f/ -+*f/ - 

^l=»(+«i = a(l + t), also tn^o, n = a 

^\=:m'+n'i=a{ — 1+*)» *•'" m'= — a, n'^a. 
Mit dem obigen Werthe (559) von a ist hieraacb schliesslicli : 
a = ^[fcos(ax) + gsin(ax)']-{-e^"[fcos(ax)-\-g'sin(ax)] . (560), 
und bleiben nur noch die Constanten f, g, f'i ^ ^^t Bucksicht auf die 
Bedingungen zu bestimmen, denen der Hohlcylinder an seinen Enden 
unterworfen ist. 

2I)€. — Wenn insbesondere beide Enden d es Hoblcylinders 
denselben Bedingungen unterworfen sind, so dass die mittlere 
Querschnittsebeue nach wie vor Symmetrieebene ist, so muas, falls der 

ßmihor, EluUiiltit und Fettigkeit. 
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Anfangsponkt der x-Axe (Fig. 64) in dieaem mittleren Querschnitte 
angenonunen wird , p = A -f- " > folglich aacb a für x uod — x einerlei 
Werth haben , mnaB also mit Rfickaicht auf (560) : 

fcos{ax)- gsin{ax) = f'eos(ax)-\-g'sin{ax) 
fcos (ax) -^-gsm {ax) ^^f cos(ax) — gi sin (ax) 
sein für jedes x, was vorauasetzt, dasa f=f uod g* =^ — g ist, also 
( = A+f(^' + e—')<m(ax) + g{<f'—e—)m(ax) . (6C1). 
Zur Tollständigen Bestimmung der Aufgabe werde endlich noch 
angenommen, der Hohlcylinder sei an den Enden so fest- 
gehalten, dass weder eine Erweiterung seines Quer- 
schnittes, noch eine Neigung der Meridianlinie seiner 
Mittel fläche gegen dieAxe daselbst möglich, dass also, 
unter l seine halbe Länge verstanden, 

tÜT x = l: e = und -^ = . . . . (562) 

ist. Die diesen Bedingungen entsprechende Bestimmung der noch übrigen 
Constanten f und g lässt sich dann durcli die Bemerkung vereinfachen, 
dass immer, sofern nur nicht etwa l viel kleiner als r ist, e^"' als sehr 
klein gegen e" vernachlässigt werden kann. In der That findet man 
z. B. mit m = Z: 



„i = ! l/i5!E|I = 4 1 filr i = 0,102 r, 
folglieh, wenn auch nur l = r gesetzt wird, 

al-i; .- = 64,6, .-.. = ^ = ^. 

Die fragliche Vernachlässigung wäre in noch höherem , und zwar schnell 
wachsendem Grade gerechtfertigt , wenn h •< 0,1 r oder i >■ r, somit 
a(>4 wäre, wie es z. B. bei cylindriachen Dampfkesseln der Fall ist, 
bei denen In der Regel sogar al > 20 sein wird. 
Indem nun aus (561) folgt: 

■5-S- = «t^-«'")"'("'-<^- + '^""^»("»a I . (563), 
+ ?E(^ — e~")cos{ax') + (e" + e^»")s»w(aa;)] ) 
ergeben sich hieraus und aus (561) gemäss den Bedingungen (562) folgende 
zwei Bestimmnngsgleichnngen iiir f und g: 

= A-i-fd^ cos{al) -i- g^'' sin{al) 

= /-ß»' [cos (o/) — «M (oi)] + if e^ [cos (af) + siM(a03 • 

. , -. r, . cos(al) — sin(al} . 

Aus der zweiten folgt : g = — — ■ > ■ ' ■■■■ — ■ . ■ —. —J - f 
* ^ cos{at)-\-stn{at) ' 

und damit aus der ersten : 

j ■ .. .1 r , r. cos(aT) — sinial) . , „T 
' ' L '' ' cos{al)-\-sm{ai) ^ 'J 



cos(al)-\-sm(al) ' 
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207- — Indem nunmehr ^ durch Gleicimng (561) vollkommen 
beatimmt ist, können nach (550) und (551): 

^dg^ m'— 1 f J__l_j,^*? 1 

bx m^ EF m r dx* 

ferner 6.^-^ = -^ und nach (530): 6,— — ^^ - t*^ I (665) 

T M»+l T m h' — 4w*d'ßj 

G m E m — 1 4 dz") 

fUr jeden Punkt gefunden werden und damit achliesalich die Haupt- 
dehnungen nach (529) in Nr. 197. ' 

Die grfisaten Ahsolutwerthe der letzteren sind mit Rücksicht auf die 
Art, wie die Mittelfläche des HohlcyUuders deformirt wird (Fig. 64), im 
mittleren Querschnitte (^x = 0) und in den Endquerschnitten (x = l) zu 
suchen, so dass es zu ihrer Bestimmung, bedingt durch e^, e^, e^ und}*, 

d^g d^Q 

nur der Kenntniss von p, . „ und -^~ für a:=0 und x==l bedarf. 

* da;' ax^ 

Zu dem Ende findet man aus (563) durch wiederholt« Differentiation : 

2^s 1^ = n- (^ - e-") «^ («^) - (^ + e-") «» (ax)-] 

+ 9 [(^ — e~") cos (ax) — (e" + c~") sm (axy] 
nnd hieraus sowie aus (5dl) bei Vernachlässigung von e~'' gegen 6**, 
und wenn die x = entsprechenden Werthe durch den Index , die 
X^l entsprechenden durch den Index 1 angedeutet werden, 

^=0 gemgfis der Bedingung (562), 
endlicli mit Rüclisicht «uf (564): 

^ ©)=-'■'''*' W + 9"' ""<"') = -* 



2a'\dx'J^ 



- /■<!" [cos (of) + sin (oZ)] 4- J e" [cos (oi) — si» M) 
= j1 {[cos (o!) + s>» (oi)]' + [cos (rf) — »<■» (a!)]"|=2j4. 
Je groa«er al ist, desto kleiner sind -y nnd ^ nacli den Gleichungen 
(&64), und mit desto geringerem Fehler kann 

gesetzt werden. Da die Deformation des Hohlcylindcrs nothwendig in 

21 • 
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solcher Weise stattfindet, daas sich in der Mitte ein Bauch bildet, dass 
also / d*Q\ 

negativ ist, während doch g je nach der Grosse von al positiv oder 
negativ sein könnte , so muss man achliessen , dass die vorstehende Ent- 
wickelnng überhaupt nur mit der Annäherung gültig ist, womit 

I — =— y 1=0 und entsprechend auch g^=^ Ä 

gesetzt werden kann, was, indem es darauf hinausläuft, e~** nicht nur 
gegen e"', sondern selbst gegen 1 zu vernachlässigen, mit Rücksicht auf 
den Näherungsgrad dieser ganzen Untersuchung in der That unbedenklich 
erscheint, falls nur etwa af>5, also e""' < 0,0067 ist. Unter dieser 
Voraussetzung kann somit gesetzt werden ; 



-=-^ (m-- (m=« 



m)=^ 



m)r^-- 



208. — Für den Fall des an den Enden geschlossenen 
Hohlcylinders, in welchem sich eine Flüssigkeit befindet, die auf 
die Einheit der ganzen Innenfläclie den Druck p ausübt, hat man nach 
{&&8) und (559): 



2 m — 1 pr'' 



-r=rr und a = ' . mit n^]/ — 

Eh i/rh ' 



, 2m — 1 pr^ {d'0\ „ /d^e\ 

A f^'e\ „ ,2m — 1 pr /d^Q\ 



= 4»'- 



nnd ist femer nach (554) zu setzen : 

jP_pr 

F~~2h ' 
Für den mittleren und für die Endquerschuitte , die hier allein in 
Frage kommen, ergeben sich damit die Werthe von e^, Sy, «» und y aus 
den Gleichungen (565). 

Im mittleren Querschnitte {x=0) ist mit -5-^ auch y = 
Null, sind also Ci, Gy, e^ Hauptdehnungen , und zwar: 



(-E..).=- 



-1 pr 2m — l pr »» — 2 pr 

' 2A 2»»* A 2m~"Ä~ 

— 1 pr 



(-£%).=- 

fp,1 _ im^2) + (2m-l) pr 3_ £r 

^' "• 2i»(m — 1) 4 2m h ' 
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Die grÖBste dieser Uauptdehnungen , also die grösste Delinung im mittleren 
Querschnitte überhaupt ist Gy : 

»»(^.). = (^e,). = l^^=4^ «,» = S . (567). 

In den Endquerschnitten (^=^^ igt mit q auch e^ =s Null, 

vShrend e» und somit absolut genommen auch e,:^ — - — ^— {ütv = — 



hier ex, Cy, e, wieder Hauptdehnungen und zwar ist e^ die grösste 

™x(Ä).= »<^(&.).= -^|^ + y2»--^-|r ^ 



2»i* 

(568). 
Zwar könnten in den Endquerschnitten noch die Punkte ihrer Mittellinien 
(v= 0) als relativ gefährliche Punkte in Betracht kommen, indem daselbst 
y am grossten ist ; die hieraus und aus dem entsprechenden Werthe von 
Gx hervorgehende grösste Hauptdehnung wäre nach (529) 



wegen g. = — — ^ — , also C. -I- C, ^ ■■■ — e, und c, — e, ^^ 
m — 1 ™ — ' 

an dieser Stelle = 



nt — 1 m — 1 m — 1 

(m— 2) G^ + Vm' «x' + (wt— 1)^7' 
2(m-l) 

Wenn man aber darin die Werthe von e^ und y, welche x^l und v=0 
entsprechen , z. B. mit m^^ 3 substituirt , findet man dieses relative 
Maximum von Se 

= (^-\-~yi-^n,S~\-^ jedenfalls < max (Ee\ nach (568), 

und da letzteres mehr als doppelt so gross wie nicex{Ee\ nach (567) 
ist , so ist es das absolute Maximum für den ganzen Hohlcylinder. D i e 
grösste Anstrengung des letzteren findet sonach an den' 
Enden an der InnenfU ch e der cy lindr ischen Wand statt, 
entsprechend einer mit E multiplicirteu axialen Dehnung : 

wachsend mit dem Werthe von m, 

z.B. för m=S y 4 

Ä = 'l,805 1,869 1,936. 4?". 

209- — Die Anwendung des in voriger Nummer erhaltenen Resultates 
auf die Beurtheilung der Anstrengung eines cylindrischen 
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Dampfkessels in Folge des inneren Dampfdruckes ist 

zwar inBoferu vollkommen zulässig, als hier — hinlänglich klein und al 

hinlänglich gross ist; die Bedingungsgleichungen (563) werden aber um so 
weniger zutreffen , je mehr die Kesselböden selbst einer Deformation unter- 
liegen. Letztere und die Deformation der cytindrischen Kesselwand bedingen 
sich gegenseitig in einer Weise, dass die genauere Untersuchung dieEes'gegen- 
seitigen Einflusses mit grossen Schwierigkeiten verbunden ist , und mag es 
daber genügen , hier nur scbätzuugs weise den Einflusa der eigenen Defor- 
mation der Kesselbödon zu berücksichtigen , der jedenfalls in dem Sinne 
stattfindet , daas dadurch die Krflmmung der Meridianlinie der cjlindrischen 
Mittelfläohe (Ür x^^^l vermindert , also auch jener durch (569} ausgedrückte 
Masimalwerth h von Ee etwas verkleinert wird. 

Diese G-rösse h ist indessen nur zum Theil von fraglicher Krümmnng 
abhän^g ; mit dem Bestandtheile 

«8^ — 1 pr ^ . . pr ^ 10 

-^::;;i-'^=*''*^^ ^ ^^ »»=-5- 

2»** A A 3 

wird sie durcli den Dampfdruck P auf den Keaselboden verursacht, und 
wenn man annimmt, dass der andere Bestandtheil 

= (1,859 — 0,455) ^ = 1,404 ^ 

mit nur — wirklich zu Stande kommt, ermässigt sich die resultirende 

Maximalanstrengung auf 

t = (o,456 + 4- . 1,404) ^ = 1,M8 II = 0,764 £^5 , 
\ 4 / A ft Ä 

wenn d =^ 2r den Kessel durchmesser bedeutet. Daraus folgt, unter n den 
Dampfdruck (Ueberdruck) in Atmosphären verstanden (1 Atmosphäre = 



A.0,,».|ii^0,,8| 

und kann für Eisenblech im AUgemeinen gesetzt werden : 

7t 

— = 0,0012», 
a 

entsprechend £ ^^ 650 Kgr. pro Quadratcentimeter, oder endlich, wenn mit 
Rücksicht auf die zusätzliche Anstrengung des Kessels in Folge seines 
eigenen und des Gewichtes seiner Wasserfilllung , bedingt ausserdem durch 
die Art seiner Unterstützung , die Blechdicke nach Schätzung noch um 
0,2 "/o ^^ Durchmessers grösser genommen wird, 

Ä = (0,001 2 «-f 0,002) d (670), 

wenigstens aber Ä^ 0,004 (?. — 

So mangelhaft diese Schätzung der Anstrengung eines Dampfkesseb 
auch sein mag, so ist es doch ohne Zweifel noch unrichtiger, sie einfaoli 
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wie die einer offenen Köhre zu benrtheilen , also nach (545) abgesehen 
vom Einfliisae des Eigengewichtes und der Wasserfüllung zu setzen : 

k = "^ , wie gewöliDlich geschieht. 

210. — Als Beispiel eines Höh Icy linders , der nur an einer Seite 
offen, ,an der anderen durch einen Boden geschlosseo ist, kann der 
Cylinder einer hydraulischen Presse dienen. Bei der hier 
beträchtlichen Wanddicke, indem der äussere Durchmesser nicht selten 
mehr als das Doppelte des inneren betragt, sind aber die Voraussetzungen, 
auf denen die Entwickelung in den vorhergehenden Nummern beruht, 
allzu wenig zutreffend , als dasa daraus quantitativ zuverlässige Schlüsse 
auf das Verhalten eines solchen FresscylLoders unter dem. Einflüsse des 
inneren Druckes gezogen werden könnten , der so bedeutend ist , dass 
schon die Vernachlässigung der radialen Normalspannung a^ (Nr. 203) 
hier unzulässig erscheint. Die befriedigende mathematische Untersuchung 
dieses Verhaltens ist ein unseres Wissens noch ungelöstes und mit erheb- 
lichen Schwierigkeiten verbundenes Problem. Die relativ grössten Dehnungen 
flnden ohne Zweifel wieder an der Inneren Fläche statt : am offenen Ende 
im Slune des Umfanges = max Ey, am geschlossenen Ende nach axialer 
Richtung = max £x . Erstere Ist kleiner, als sie im Falle des beiderseits 
offenen Hohlcylinders (Nr. 199) bei gleichen Werthen von p, r^ und r, 
sein würde, und zwar um so mehr kleiner, je kürzer der Presscylinder 
ist ; das Verkleinerungsverhältniss bleibt aber ebenso fraglich , wie das 
Verhältniss von inox Sy zu max e^ und die Wahl solcher vortheilhaftester 
Verhältnisse , wodurch diese zwei relativen Maxima einander gleich und 
damit möglichst klein werden. Bei dieser Unsiclierlieit und in Ermangelung 
hinlänglicher Erfahrungen über die Sprengung vou dergleichen Press- 
cylindern bei verschiedenen Dimonsions Verhältnissen ist es rathsam, die 
grösste Anstrengung nicht viel kleiner, als diejenige einer beiderseits offenen 

Rdhre unter übrigens gleichen Umständen zu schätzen. Wird sie =■ — 

i 
derselben angenommen, so folgt aus (642) mit k statt k' und m = 3: 

.±^k-\-(m-i)p 



m—k — (m,~\-i)p 



k + 0,&p 



und daraus z. B. für 



= 0,455 0,667 0,778 0,842 1 

Wird -J-s=— als die Grenze betrachtet, über welche hinaus zu 
Ti 2 

gehen sich nicht empfiehlt , weil die weitere Vergrösserung der Wanddicke 
nur noch eine kleine, mit der schon vorhandenen grosseren Wanddicke 
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immer kleiner werdende Vergröasenmg diea Drncfces p gestatten wurde, so 

ist der höchstens znläBsige Atmosphärendruck n wegen j> = - -nKgr. pro 

Quadratcentimeter : 

n=~- — k = — k = 5(i0 für A = 664, 
31 9 93 ' 

wonAcb in einem Preascylinder von Gusseisen liöchsteos ein Druck von 
500 Atm. stattfinden dürfte, wenn seine Anstrengung die Hälfte der Zug- 
festigkeit des GuBseisens nicht überschreiten sollte. 

21t- — Wenn eine geschlossen.e oder durch Befestigung an den 
Enden in ihrer Deformation beschränkte Rohre einem äusseren U eb er- 
druck e ausgesetzt ist, wie z. B. die innere Heizröhre eines Dampf- 
kessels, so tritt an die Stelle der Ausbauchung in der Mitte eine Ein- 
schnürung ; ausserdem findet aber der wesentliche Unterschied statt , dass, 
während zufällige Abweichungen von der genauen Kreiaform des Qner- 
Bchnittes durch inneren Druck vermindert werden , ein äusserer Druck sie 
umgekehrt vergrössert. Dergleichen Abweichungen von der genauen Kreis- 
form sind besonders bei Röhren , die , wie die Heizröhren von Dampf- 
kesseln, aus Blechtafeln zusammengenietet werden, kaum vermeidlich, und 
es sind daher solche Röhren der Gefahr ausgesetzt, durch den äusseren 
Ueberdnick platt gedrückt resp. zerknickt zu werden. Es lasat sich 
erwarten und wird durch die Erfahrung bestätigt, dass diese Gefahr unter 
übrigens gleichen Umständen mit der Rohrenlänge wachst ; die theoretische 
Ableitnng einer Formel für die Wandstärke würde aber auf unverhalt- 
nissmässige Schwierigkeiten führen und ausserdem an ähnlichen Mängeln 
leiden wie die Theorie der Knickimg gerader Stäbe (Nr. 112 — 116), so 
dass Versuche , welche die Bildung einer empirischen Formel gestatten, 
liier von besonderem Werthe sind. 

Dergleichen Versuche sind von W. Fairbairn mit Röhren von 
10 bis 48 Centim. Durchmesser und 48 bis 165 Centim. Länge angestellt 
worden, die auf gewöhnliche Art aus Eisenblech zusanunengenietet waren. 
Leider hatte das Blech in den meisten Fällen die geringe Dicke von 
1,1 Millim. , während nur vier Versuche mit Blechstärken von 3,2 bis 
6,4 Millim. vorliegen j der Einfluss der Blechstärke konnte deshalb nicht 
so zuverlässig hervortreten wie wünsch enswerth gewesen wäre. Die Röhren 
waren an den Enden durch gusseiseme Scheiben geschlossen , die (ent- 
sprechend dem Zustande , in dem sich die Heizröhren von Dampfkesseln 
befinden) an ihrer gegenseitigen Annäherung als Folge der Zusammen- 
drückung der Röhre gehindert waren ; durch ein engeres , in eine der 
Endscheiben eingefügtes Rohr communicirte der innere Raum mit der 
Atmosphäre , während der durch eine Druckpumpe mittels Wasser aus- 
geübte äussere Druck bis zur Zerstörung der Versuchsröhre allmählich g&- 
. steigert wurde. 

Aus den Ergebnissen von im Ganzen 21 Versuchen ist vom Ver- 
fasser mittels der Methode der kleinsten Quadrate die folgende empirische 
Formel abgeleitet worden •): 



*) Zeitschrift des Yereina deutscher Ingenieure, Bd. III, S. 234. 
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(572). 



Darin bedeutet { die Länge in Gentimetem , d den Durchmesser in Centi- 
metem , h die Btechdicke in Millimetera , n den Ueberdruck in Atmo- 
sphären, wodurch die Eölire zerdrückt wirrt. Weil indessen rtieae Formel 
die mit der kleinen Blechdicke von 1,1 Millim. »ngestelllen Versuche zwar 
gut , die für die Praxis wichtigeren Versuche mit dickerem Blech aber 
nicht genügend wiedergiebt, eo wnrde noch eine zweite Forme] hergestellt, 
die den letzteren Versuchen genau entspricht; sie ist bei derselben Bedeu- 
tung der Buchetaben wie oben : 

»=325.^5;£^-i5r (573). 

Bei den mancherlei zufälligen und störenden Umständen solcher Ver- 
suche ist deren Vervielfältigung nöthig, um das Gesetz des Widerstandes 
äusserlich gedruckter Röhren mit Zuverlässigkeit erkennbar zu machen. 
Unzweifelhaft ergiebt sich aber die Thatsache, dass mit zunehmender 
Länge die Widerstandsfähigkeit wesentlich abnimmt, 
weshalb nach einem schon von Fairbairn gemachten Vorschlage die 
Heizröhren der Dampfkessel mit einigen Vereteifungsringen umgeben zu 
werden pHegen , nm sie dadurch gewissermaassen in mehrere Röhren von 
geringerer Länge abzulheilen. 

II. KrelsfQrm^ ebene Platte. 

212. — Der äussere Radius der Platte sei ^^ r , die gleichförmige 
und im Vergleich mit r sehr kleine Dicken: Ä. Am Rande sei 
die Platte entweder ringsum gestützt (lose aufliegend) oder sie sei da- 
selbst eingeklemmt. Die symmetrische Belastung bestehe im All- 
gemeinen aus 

1) einer im Mittelpunkte concentrirten und senkrecht zur Oberfläche 
gerichteten Kraft P, 

2) einem gleichförmig auf dieser Oberfläche vertheiltea Normaldrucke 
^= p pro Flächeneinheit, 

3) einer auf den Rand (die cylindrische Umfläche) gleichförmig ver- 
theilten, radial wirkenden äusseren Kraft =^ p^ pro Flächeneinheit, 
also = p^h pro Längeneinheit des Umfanges. 

Ein positiver Werth von P entspreche der gleichen Richtung mit p , ein 
positiver Werth von ^j einem radial auswärts gerichteten Zuge. 

Die verbogene Mittelfläche ist eine 
^^- **■ Umdrehungsfläche, also bestimmt durch 

ihre Meridianlinie ; letztere (Fig. 65) 
sei bezogen auf die Coordinatenaxen 
OX, OZ , deren Anfangspunkt im 
Mittelpunkte der ursprünglichen (noch 
nicht gebogenen) Mittelfläche liegt, wäh- 
rend OX radial gerichtet und OZ (po- 
sitiv im Sinne des Ueberdrackes p) 
die geometrische Axe der Platte ist. 
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Verglichen mit den Bezeichnungen in Nr. 196 sind also hier die ,r-Axe 
und die 2-Axe mit einander vertauscht. 

Wenn wieder die Normalspantiung a^ als sehr klein 
im Vergleich mit a^ und Oj vernachlässigt 'wird , so ist 
nach (530): 

Wird femer wieder mit v (positiv im Sinne der positiven z-Axe) die Ehit- 
femong irgend eines Ptinkt«s der Platte von ihrer Mittelflfiche bezeichnet, 
so ist, unter Jt und R^ die Krümmungeradien beziehungsweise der Meri- 
diantinie und des dazu senkrechten Normalschnittes der Mittelfläche ver- 
standen (liy = Länge der Normale , bis zum Durcbschnittspunkte mit der 
s-Axe) analog Gleichung (74) in Nr. 36 : 



mit den oberen oder unteren Vorzeichen der Glieder mit v , jenachdem 
die Meridianlinie an der betreffenden Stelle im Sinne der negativen (wie 
in Fig. 65) oder der positiven e-Axe concav gekrümmt ist, und unter 
Bnnt Cmy die Werthe von e^, e, in der Mittelfläche {»=0) verstanden. 
Bei Voraussetzung nner so schwachen Biegung, dass R und R, im Ver- 
gleich mit den Dimensionen der Platte sehr gross sind, ist aber 
1 - d'ü j 1 ^ 1 de 

wobei die oberen und unteren Vorzeichen denselben Voraussetzungen ent- 
sprechen wie oben, also : 

d'g V de 

«K = EiuK W -i—i ! Ey = Cm» ?— ■ 

dx' X dx 

Die Einführung dieser Ausdrücke in obige Gleichungen für <t, und Oj 
giebt mit G = 




1 ( d*z . \ deX-X 

. /d^e I m ds\'^ 



In der Mittelfläche ((i=0) sind diese mit ffn,, und (T„,j z 
nenden Spannungen ebenso gross , wie sie fSr jeden Werth von iv sein 
würden, wenn die biegenden Krä^ P und p = Null wären und nur die 
radiale Kraft p^ auf den Rand der Platte wirkte ; dann wäre aber offenbar 
keine Schubspannung vorhanden und deshalb den allgemeines Gleich- 
gewichtsbedingungen (2) in Nr. 2 zufolge (bei dem Fehlen äussereF 
Kräfte, die auf die Kfirpermasse selbst wirken): 

—-—^0, also, da -r — =0 
bx oy 

ohne Weiteres aus den Bedingungen der Aufgabe folgt, Oaa in allen 
Funkten der Mitl^äche gleich gross. Dasselbe gilt dann auch von Ob^, 
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weil nach der zweiten der Gleichnngen (586), in denen gemäss den hier 
gebrauchten Bezeichnungen und zu Grunde liegenden Aunahmen x nnd e 
zu vertauschen, X und Z =^ Null zu setzen sind, mit t=:0 eich 
._ a(^«„,) _ 
""' ^ dx ~ "" 
ergiebL Da nun wegen der Randbedingung a„,^i=:j)^ ist, so ist auch 

und folgt daraus mit Rücksicht auf die obigen Ausdrücke von «Tx-und Oy-. 
m — 1 Pi 

also: 



-•^'s 




''--m~E 


<i dl 
x dx 


"■=■*> -^5?: 


--Ev[m-=—,-\ ~r- 

1 \ dx* ' X dxj 



" m* — 1 \dx^ X ix) 



213. — Von den Gleichgewich tsbedingungen (526), in denen, wie 
schon in voriger Nummer liemerkt, hier X und ^=Null zu setzen, 
X und s zu Tertauschen sind, kann die zweite zur Bestimmung der Schub- 
epannnng r dienen. Sie ist, da ausserdem die Variable v Äe die Stelle 
von a tritt: 

hr ffy \^h{xa^ 

dv X X dx 
oder mit Rückeicht auf die Ausdrücke (574) von ff, und ff, : 

1 /d'g . m ä0\ 

— 1 yäx**^ X dx) 



h% 1 r 



■^' ' »»' — 1 \ dx' ' dx* ' dx^JA 

1 m „ / d'x , d'g m dz\ 

X m' — 1 \ dx' ' dx' X dx/ 

»»* ^ /d^z , 1 d'z 1 dz\ 

m^ — 1 vd:c* X ax* x^ dx/ 



Daraus folgt durch Inlegratioi 
t = ist Pur u = + — : 



nach V mit Rücksicht darauf, daas 



Jedenfalls ist t negativ, entsprechend dem Umstände, das» der ursprüng- 
lich rechte Winkel zweier von irgend einem Punkte aus nach den Riclt- 
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tungen x und i gezogener mnterietler Geraden durch die Deformation der 
Platte in einen stumpfen Winkel übergeht. 

In den Ausdrücken von 0, , Oj und % reap. von d 1 c^ und i^ ■= — 

bleibt noch die Fonction z, d. h. die Gleichung der Meridianlinie der 
gebc^euen Mittelfläche zu beBtimmen. Die erste der Gleichgevricbts- 
bedingungen (526) : 

ha^ 1 ^ixi) _ 
i>v'^ X dw ~^ 
kann dazu nicht dienen , veil sie mit der VemachUssigung von 0, ihre 
Bedeutung verloren hat ; dagegen läast sie sich ersetzen durch die Be- 
dingung des Gleichgewichtes zwischen der Schnbspannong am Rande und 
der Belastung eines Plattenstücks , das aus der ganzen Platte von einer 
um die s-Axe mit dem Radins x beschriebenen Cylinderfläche heraus- 
geschnitten wird. So erhält man, unter x hinfort den Absolntwerth der 
Schubspannung verstanden, die Beetimmnng^leichung : 
2nxjTdv^^7Tx*p-]~ P, 

worin das Integral von 11= — bis f=^— zu nehmen ist, so dass 

sich nach (576) ergiebt: 

m* — 1 8 \dx^ ' X dx^ x* dxf ' 

also 

ä^z , \ d*z 1 dz m^—\ 



.(-+;£) 



dx^^^ X dx* w*dx m* Eh'\ 

als Differentialgleichung der Meridianlinie, während dadurch nach (67&) 
absolut genommen 

._s*._4.v„_, P^ ,„e) 







*■ i Ä» 


Kf- 


-^ ^x) 




wird 


Mit den Bezeichnungen 












m^—1 6 


b = 


m*— 1 


6 




m^ Eh' ^ 


m^ 


Mh' 


kann 


jene 


Differentialgleicliung geschrieben 


werden : 








d'z d /l 

dx''~^da:\x 


dl/ 


»« + 1 




und 


folgt 


daraus durch Integration: 









-\x^r-] = -rr -\-hxlnxA-c. 
x\ dx/ 2 ' ' 



dx 
und daraus durch wiederholte Integration wegen 
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und nach DiviBion mit x: 

dg ax* , hxf, 1\ , ex , d 

endlich durch eine dritte Int^atio: 

^ b I 

32 "^ 



-+|[f('«-|)-?]+T+^^-+' 



rO««+4)+-i 



= -32- + -^(^^— l) + ^ + 'i^^-i-e . (580). 

Aus (578) und (579) ergeben sich die in (674) vorkommenden 
Functionen ; 

1 de ax* \ ^ (i 1 ^ I *^ I ** 1 

Td^- — r+"2-r*-TJ+T+^ I 

dx*~ 8 ' 

iTodurch nach Bestimmung der Integrationa - Gon8tant«n c, d, e inaheson- 
dere «, und Sy bestimmt aind, irährend dann 

e,= — ^'21? ^^^ (^^0), y = ^aach (576) 

und damit endlich die Haupldehnungen aus (529) gefunden werden. Ist 
Y=0, Bo dasa e,, e,, d die Hauptdehnungen sind, so ist 
entweder e, oder Sj absolut genommen am gröasten. Denn 
e, könnte es, wenn übrä'haupt, am ehesten dann sein, wenn 8^ und ^ von 
einerlei Zeichen und einander gleich wären; doch wäre selbst in diesem 

Falle der absolute Werth von e, im Verhältnisse kleiner, d. h, 

_ »» — 1 

höchatens ebenso gross wegen »»>3. 

Von den Constanten c, d, e ist die letzte durch die Lage des An- 
fangspnnktes 0, der die zusammengehörigen Werthe x^^r, 2^0 ent- 
sprechen, bestimmt; d ist verschieden, jenachdem die Platte voll oder in 
der Mitte durch eine kreisrömiige Oeffniing unterbrochen ist ; c endUch 
ist von der Art der Stützung oder Einklemmung der Platte am äusseren 
Rande abhängig. 

a. Volle Platte. 

214> — Die volle Platte kann nnr so gebogen sein , dass die Men- 
dianlmie der Mittelfläche für x=(i eine der :r-Aze parallele Tangente 
hat, daaa abo nach (579): 
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ist, was wegen 

'■""-(i),..-(i)..r 

nur dadurch möglich ist, daas (2 s= gesetzt wird. 

Wenn ferner die Platte am Rande gestützt ist (lose anf- 
li^), Bo mnss für X=^r und jedes v: ff, i=j), sein. Diese Bedingung 
ergiebt nach (574): 

also nach (581) mit d^=^0: 

sm-\-i t , i r, I ,M r *" — in I / I .\ ^ n 

^«»■* + yL^»' + 1)'«»-H 2~J ^("'+l)-2"^^ 

Ist aber die Platte am Rande eingeklemmt, und zirar ho, 
daea die Meridianlinie der Mittelfläche 
daeelbst die X'Axe berührt (Fig. 66), 
so erhält man aus der diesem Um- 
7 Stande entsprechenden Bedingung, daBS 

— — = sein muss für x = r, mit 

dx 

Rücksicht auf Gleichung (579) and 

c = — ^ar' — b(lnr ^\ . . . (583). 



1. Alf die Oberfliehe der Platte wirkt nur der ylelehfCrml^e speciflsclie 
Druek p. 

215. — Wenn die Constaute 6 der Bedingung gemSss bestimmt 
wird, dass x=r, «^ = zasammen gehörige Werthe sind, erh&lt man mit 
6 = 0, entsprechend P= nach (577), und mit d=0 (Nr. 214) als 
Gleichung der Meridianlinie nach (580): 

a . . ,, c . . ,-, / r^^x* \r* — x* «1 

'— ää'"- -''-t'-- -"'^"l-» 8 — V—r- s 

Nach (574) mit Rücksicht auf (581) ist femer; 

m~\ p, / 3 , , c \ ■ 
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Diese Dehnungen Bind am gröBsten für x = Q oder x^^^r und tj = + -- 

e _)_e 
und weil ebendaselbst T^O ist, so sind aie zuaammen mit 61,^^ '~ 

Hauptdehnungen. Ein noch grösserer Absolutwerth von e konnte dut 
dort rielleicht stattfinden, wo 

3 Ä* — 4t-» , „^^^ 

T=^ — ^ jj px nach (u76) 

-— --^// fiir x= r, V ^ 0, obgleich »ich 
4 A 

analog dem Verhalten dünner StSbe erwarten lässt, dasB auch hier bei 
der dünnen Platte die durch die Schubapannuagen bedingten im Vergleich 
mit den von der Biegung herrührenden Dehnungen von untergeordneter 
Grösse sind. 

216< — Wenn insbesondere die Platte am Rande gestützt 
nnd einerndiale äussereKraft das elbat n i ch t vo rbanden, 
also p^^O ist , wird die Gleichung (584) der Meridianlinie mit Rück- 
sicht anf den Äusdru«^ (582) von e, worin hier b = () zu setzen ist, 
sowie durch Einführung des Ausdruckes (577) von a: 

Mit x=:i) ergiebt sich daraus die Durchbiegung der Platte in der Mitt«: 

Femer ist nach (585) mit ^, ^ und jenen Ausdrücken von c und a: 
„ 3 m»-l p /3m-\-l o „ ^ 1 

4 j»* A* \ »1+ 1 / 1 

T / • (588). 

„ 3 m*—l p /3m-\-l , AI 

4 m* A* \ m-f-1 / J 

Ohne Weiteres ist ersichtlich, dass letzterer Werth absolut genommen für 
a; = und f^4;— am grnssten ist; dass auch Ecx in der Mitte und 

nicht etwa am Rande der Platt« ( für a: =s r und « ^ + -s- 1 seinen grössten 

absoluten Werth hat, folgt daraus, dass 

3»»+l „ 3m+l ... 3m-f-l^ 3 ^ „ ^ , 

r — >3 ■ ,' ■■--, n&mbeh r-r>-Fr od« 3»»>1 

w»-|-l »i + l »t-f-1 2 

ist. Diese grössten Absolntwerthe von Ee^ und JEtj sind auaaerdem 
gleich gross : 

,i.\ S (m—l)(3m-\-l)r' ,,„„, 

ina3:(Ee) = — ^ ^ \ — ^ -^iP • • (589), 

^ ' 8 m* A* 

während Ee^ höchatens ebenso gross ist (Nr. 213). 
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An der Stelle (x = r, v = 0), wo t am grössl«D = -r Y' P '*' 
(Nr. 215), sind ex, ty, £, = Null, aod ist deshalb hier nach (529) das 
relative Maximum von Ee 

„ y E «»+1 3 wi+1 r 



£s ist aber, da -^ nach der Voraussetzung eine grosse' Zahl ist, von 

A 
untergeordneter Grösse im Vergleicli mit dem durch (589) bestimmten und 

dem Quadrate von -r- proportionalen Maximalwerthe , der demnach das 

Maximum des Absolntwerthes von Es in der ganzen Platte ist. 

Insbesondere mit m^=3 ergiebt sich : 

''i&- '«<»(*«) = |^!>- ■ • <69»). 
und wenn max(Ee):^^h gegeben ist, die nöthige Dicke der Platte; 
^5 p 



k = rY- 



6 Ä 



(591). 



217. — FUr die am Rande eingeklemmte Platte ergiebt 

sich mit dem Ausdrucke (677) von a und mit c = — ar* nach (583) 

die Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche nach (584) : 

»=Ä^^w(^'— )■■ ■ • ■ <»^' 

und mit x = (i die Durchbiegung in der Mitte : 



und füir x^=:r, W= —, ESy für x^Q, '^^-^t ^^^ zwar ist 

dieses Maximum von Ee^ dem ersten Maximum von Et^^ gleich , jedoch 
kleiner als das zweite, welches somit das Maximum des Absolutwerthes 
von Ee Überhaupt ist: 

ma^{Ee)= i^i + T „.a -ijP • ■ C595). 
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Inabeaondere mit m^3 ergiebt aich : 

Ist Eoch j(,= 0, so ist bei gegebener Grösse von max(Ee)=k die 
niithige Platteodicke : • 

"-'VH- <-'■ 

4 _ 1 

Die Anstrengung ist in diesem Falle -— , die Durchbiegung nur — ~ von 

5 4 
deije&igen der am Rande gestützten Platte. 

218. — Im FaUe von Nr. 217 befinden aich u. A. die ebenen 
Platten, durch welche ein dem inneren Ueberdrucke p 
pro Flächeneinheit auBgeaetzter Hohlcylinder an den 
Enden geschlossen ist, falls in Betreff der cylindriaclien Rohrwand 
die Voraussetzung (562) in Nr. 206 sich erfüllt findet, dags die Meridian- 
linie ihrer Mittelfläche an den Enden keine Neigung gegen die Ase erleidet. 
Ist die Länge des Hohlcylindere =t 2^, so ist in diesem Falle: 

also nach (595) : viax (Es) = tt ( -— + ^^ -'— irJPf 

insbesondere mit»j=3: max{Ee) = -^ -j-i — "^'T'}^' 

Gteichfalls mit m = S ist aber für die cylindrische Wand von der Dicke 
h' nach Nr. 208: 

max(Ee)= 1,8 ^ 

und es mÜBste sonach , irenn beide Theile (die Bodenplatten und die 
cylindrische Wand) gleich stark in Anspruch genommen werden sollen, 

■ ist (wie bei einem cylindrischen 



Dampfkessel) , doch 



r =, 2,7 _, h ==1/ 1 r 

i Dampfkesael insbesondere würde mit 

.5- = 0,0012« + 0,002 (Nr. 209) 



■ (/2,7 (0,0024» + 0,004) 
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z. B. för n=2 4 6 8 10 Atm. 

^>6,48 5,22 4,48 4,00 3,64 

Wegen dieser Terhältnissmä§sig grossen Dicke, die sie erhalten 
mÜBSten , sind ebene Böden bei Dampfkesealn zu vermeiden , §ofem sie 
nicht durch Feuerröhren verankert werden. Eine genauere ' Untersuchung 
der geringeren ÄUBtrengnug, welche die anderen Falles üblichen gewölbten 
Boden auaznhalten haben , ist freilich mit erheblichen Schwierigkeiten ver- 
bunden; dass sie, wenn sie aoch nach Kngetcalotten gekrümmt werden, 
doch wesentlich anders wie Theile voller Kugelschalen (Nr. Id4) hier 
sich verhalten, ist einleuchtend. 

2. Die Platte Ist nur dnroh die In der Hltte angreifende Kraft P belastet. 

219. — t)ie Gleichung der Meridianlinie der gebogenen Mittelfläche 
ergiebt sich nach (580) mit a ^ , entsprechend p =^ Q nach (577)» 
femer mit d=0 nach Nr. 214, und wenn die Constante e der Bedingung 
gemäss bestimmt wird, dass x = r und e = zusammengehörige Werthe 

sind: 

;s = ~~[r»Qnr-l) — x'(lnx-l)]~^(r^^x*j (598). 

Nach (574) mit Rücksicht auf (581) ist femer, wenn keine radiale 
Kraft aufden Rand der Platte wirkt, alsopi = ist: 





e.=- 


-[|(- + i) + 


Um 








«y=- 


-[!(--!)+ 


|]"' 


. . . ( 


'69J 


n= 


Mittelfläche 

3 P 

in: hx ' 


(^ = 0), 


woselbst 


. 



Im Mittelpunkte der Platte werden e^ ? fy nnd t unendlich gross, 
und es ist also nöthig , dass die belastende Kraft P auf eine , wenn schon 
kleine , so doch endliche Fläche oder Linie vertheiU sei , z. B. auf eine 
mit der kreisiormigen Plattenoberfläche concentrische Kreisfläche oder Kreis- 
linie mit dem Radius r^. Ist dann r^, nur hinlänglich klein, z. B. < 0,1 r, 
so kann die obige Gleichung für g noch mit genügender Annäherung fUr 
die ganze gebogene Mittelfläche gelten , während die Ausdrücke von e^, 
Cy und T wenigstens für a: > r(, nicht wesentlich fehlerhaft sein können 
und dann auch die gefährlichste Wirkung der Belastung nur für X^r^ 
gesucht zu werden brancht. 

220. — Wenn insbesondere die Platte am Rande gestützt 
ist, so wird mit den Ausdrücken (577) von b und (582) von C (mit 
a=0) die Gleichung (598) der Meridianlinie: 
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« 4?c m* Eh' \ r m-\~l ^ >) ■< f 

daraus mit a: = die Durchbiegang der Platte iu der Mitte : 

Ferner ist nach (599) mit jenen Ausdrücken von h und c: 
_. 3 »>> — 1 P/ 






. 219), und 
zwar ist daa Maximum von ESy der gröaste Werth von Ee Überhaupt : 

-'"(^')=^-sr-('»;:+Ä+T)ir ■ (603), 

indem auch der dem Maximum von t^ (Nr. 219) entsprechende relativ 
gröBSte Werth von Ee, nämlich (cf. Nr. 216): 

V »M "/ 47C m Afp 
bei verhältniss massig kleiner Plattendicke wesentlicli kleiner ist. 
Insbesondere mit m^3 ergiebt sich : 

n:hr„ Tg r irA* 
Z. B. für — = 10 20 30 40 50 



\ m / TT 
20 30 40 50 

ist maa;(Ee) = i,Q7 4,99 5,53 5,92 6,22.—^ 

= 0,407 0,250 0,184 0,148 0,124. ^»mm;(^Üt„'^ 

h \ m / 

d. i. resp. 4,88 5,99 6,64 7,10 7,46 
mal so gross , wie der Maximalwerth von Ee bei gleichförmiger Ver- 
theilung der Belastung P^Ttr^p auf der Platte (Nr. 216), während 
die Durchbiegung 3 hier 2,6 mal so gross, ist wie in jenem Falle. 

221. — Für die am Bande eingeklemmte Platte ergiebt 
sich mit dem Ausdrucke (583) von c und übrigens denselben Substitutionen, 
wie in voriger Nummer, die Gleichung der Meridianlinie : 
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die Durchbiegang in der Mitte : 

,^ 3 m'—l Pr» 



-1 P 



(ln——l^v j 



(607). 



AS 



A 



Diese beiden Werthe sind jrieder am grössten fiir » = -r- und 3; =: r^ 

(Eil wenigstens dann, wenn 

In— —1>1, also — > e*, d. i. > 7,89 
''0 ^0 

ist , widrigenfalls das Maximnm von e, am Rande fiir x=:r stattiande), 
und zwar ist das Maximum von Eej der gröaate Werth von Ee überhaupt : 

max(Ee) = ~^^^-ln — -~ . . - (608). 

Insbesondere mit m = 3 ergiebt sich : 

a. B. för — = 10 20 30 40 50 

P 

max(Es) = S,ö7 3,99 4,53 4,92 5,22— nr 

d. i. resp. 4,60 5,99 6,80 7,38 7,88 
mal SQ gross, wie der Maximalwerth voq Ee bei gleichförmiger Ver- 
theilung der Belastung P= nr^p auf der Platte (Nr. 217 fiir j>,= 0). 
Die Durchbiegung d ist vier mal so gross , wie in jenem Falle oder ebenso 
gross, wie bei gleichförmiger Belastung und einfacher Stützung des 
Plattenrandes (Nr. 216). 

3. Die ^letcUUnnl^ lieiastete Platte Ist ansser ihrer Bttitziui; oder 
Elnblemmnn? am Bande noch In der Hltte grestOtzt. 

222. — Indem die centrale Stützung von solcher Art vorausgesetzt 
wird, dass mit Rücksicht auf das Coordinatensystem der Figuren 65 und 
66 ttir ^ ^ aucli 2^=0 ist , dass also die deformirte Mittelfläche in 
ihrem Mittelpunkte von der Ebene ihrer Randlinie berührt wird, ist 
die Gleichung der Meridianlinie nach (580) mit d=0 (Nt. 214): 

ax* , hx^ ,, ,. , ex' 

indem hier e=^0 gesetzt werden muss, um jü = für x ^ zu erhalten. 
Daraus folgt, weil ausserdem a: = r, ^=0 zusammengehörige Werthe sind, 
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= ^ + &(i»r — 1) + C .... (610) 

zur Bestimmung von b, alao von P nach Einsetzung des Ausdruckes 
(582) oder (683) von c. Diese Kraft P wird jedenfalls negaüv gefunden ; 
ihr Absolntwerth ist der Druck , den die belastete Platte auf ihre centrale 
Stütze im Sinne von p ausübt und womit also diese Stütze im umgekehrten 
Sinne auf die Platte wirkt. 

Für die am Rande gestützte Platte folgt aus (610) und (582) : 

0=— (6»i+l)-^-(3m+l)ii, 
also nach (577) : 

— P = -i--|^üli„r>j, = i.«rij, „ul „ = 3 . (611), 

für die am Rande eingeklemmte Platte aus (610) nnd (583): 
0=^(I-2) + S(-l + -i-) oder = --^-!,, - 

al»o — P=-i-rer'l) ■ (612)- 

Nachdem so P resp. b gefunden ist, ergiebt eich die dnrch den 
Maximalwerth von Ci reep. £y bedingte Anstrengung nach (574) mit Rtick- 
sieht auf (581). Nach diesen letzteren Gleichungen (mit d ^ 0) ist i. B. 
für die am Rande eingeklemmte Platte mit 

£ = |[3..-.(..+4) + .(,„.-|)] 

= i(,.fc£ + 3x>-2r.), 

also nach (674) mit^j=0 nnd mit Bttcksicht auf den Ansdrack (577) 
' von a: 



idlich gross, so das: 
esp. auf deren Uati 

yCoogle 



(613). 



Für a!:^0 sind diese Ausdrflcke unendlich gross, so dass sich die 
centrale Stützung auf eine gewisse Fläche resp. auf deren Umgrentnngs- 
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linie erstrecken nrnss. Wird diese wieder, wie in Nr. 219, als kreis- 
förmig mit dem Radius r^ vorausgesetzt, so sind, wenn nur r^ hinlänglich 
klein im Vergleich mit r ist, Gi und 6y absolut genommen am gtössten 

für x^r^, W = i -^ . und zwar ist das Maximum von Cy als daa grössere 

von beiden zugleich die grösste Dehnung in der ganzen Platte : 

m<»(£e) = »»it (£«,) = ! 5^ ['"f + Ö)'"'] P* • '"*^- 

Wie die Vei^leichung von (614) mit (595) erkennen lässt, wird die 
Anstrengung der gleicbf&rmig belasteten und amRaade 
eingeklemmten Platte durch ihre centrale Stützung 
in einer Kreislinie vom Radius r^ nur dann verkleinert, 
wenn 

*«— + { — ) —1<2, also sehr nahe —< 20 

ist. Ist — viel <20, so kann es äbrigens auch der Fall sein, dass 

eine noch grossere Dehnung = «x am Bande der Platt« ix = r, f ^^ + — I 
stattfindet : 

max(Ee)=max{Eet)=: — j~ -r^P • • ■ (615), 

wenn nämlich 

in— +(^y— KI, also — <7,25 
ist. Wie die Vergleichung mit (595) lehrt, wird durch Stützung in 
einer centralen Kreislinie vom Radius r,, > -^^ = 0,138 r 

die Anstrengung der am Rande eingeklemmten und 
gleichförmig belaBtet,en Platte auf die Hälfte reducirt. 
Die ausserdem freilich noch i^ gewisse Werthe von x zwischen Tf, 
und r vorhandenen Maxima der Absolutwert!) e von e, und Sy kommen 
deshalb hier nicht in Betraoht, weil sie stets kleiner sind, als das Maximum 
von Ci für X = r (£, ist ^= fiir x = r und jedes ii) , weil nämlich die 
betreffenden negativen Minima der Functionen 

;«—-!- 3 -^—2 und Zn— + — s- — 1 

X r^ X r* 

absolut genommen < 1 sind. In der That ist das Maximum der ersten 
Function, entsprechend 

X ' r* /s' 

^i_?„6 + -^ — 2^ — 0,604 
2^2 ' 

und das der zweiten, entsprechend 

■ D,gt,ZBdbyGOO<^le 
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1 , 2a; „ , r 

— — + — — =:0 oder x=^—pr, 

= Yi«3 + Y — l = — 0,153. — 

Ausdrücklich ist übrigonB hervorznlieben , dass den angeführten Kesul- 
taten für die ausser ihrer Einklemmung am Bande noch längs einer cen- 
tralen Kreislinie vom Radius r^ gestützte Platte wesentlich die Yorans- 
Setzung einer bestimmten, nämlich solchen Lage der Ebene dieser Btätzenden 
Kreislinie zu Grunde lag , daas e = für x = ist , dass aUo der 
Mittelpunkt der deformirten Mltteltläche in der ursprünglichen Mittelebene 
der Flatte liegt. Sollte die Ebene der stützenden Kreislinie genau in der 
nrsprünglichen Plattenoberdäche , also von der ursprünglichen Mittelebene 

nm — entfernt liegen , so liätte die Consta&te e nicht = (entsprechend 

^^0 für 3:^=0) gesetzt, sondern gemäss der Bedingung: £ =s für 
x = rQ bestimmt werden müssen , und liätten sich dann nm so mehr 

abweichende Resnltate ergehen , je grösser — ^ ist. Die nähere Unter- 
suchung dieses Falles ist indessen von geringerem Interesse , als die des 
Falles einer centralen Befestigung der Platt« (Nr. 227). 



b. Dorelibroohene Flatte. 

223. — Damit die Sjrmmetrie gewahrt, d. h. die Platte ein Um- 
drehimgskörper bleibe, wird eine mit ihrem Rande concentrische kreis- 
förmige Durchbrechung voransges^t, also eine ringförmige ebene 
Platte, deren äusserer und innerer Radius beziehungsweise = r und 
Vo sei. 

Dergleichen durchbrochene Platten kommen im Maschinenbau u. A. 
vor als Decketplatten von Hohlcjrlindern (Dampfmaschinen- 
Cylindera etc.) mit centraler Oeffnung für den Durchgang 
einer runden Stange (Kotbenstange) oder als Endplatten 
cylindrischer Dampfkessel mit innerer Feuerröhre; ist 
.auch im letzteren Falle die Feuerröhre ni^ht uoasial mit dem Kessel , son- 
dern nach unten hin gerückt, so wird doch immerhin die Untersuchung 
der ebenen Endplatte unter der Voraussetzung einer centralen Durchbreohung 
als Anhaltspunkt von Nutzen sein für die Benrtheilung ihrer nur sehr 
schwer genau zn untersuchenden Anstrengung auch bei excentrischer 
Durchbrechung durch die Feuerröhre. 

In beiden genannten Fällen ist die Platte einem gleichförmig ver- 
theilten Normaldrücke unterworfen , der wie im Vorhergehenden mit p pro 
Flächeneinheit bezeichnet wird ; ist auch streng genommen im einen Falle ' 
(Cylinderdeckel) der äussere, im anderen (Kesselboden) der äussere und 
Innere Plattenrand zugleich noch einer radial gerichteten äusseren Zugkrail 
ausgesetzt, so ist diese doch immer nur von untergeordnetem Einflüsse, 
und wird deshalb hier p^ (Nr. 212) = gesetzt. In beiden Füllen ist 
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ferner die rmgföriDige Platte am äusseren Rande aU fest eiageklemmt zu 
betrachten , während der innere Rand im ersten Falle parallel der Axe 
beweglich , im zweiten auch fest eingeklemmt ist. Auf diese zwei Fälle 
beschränkt sich die folgende Untersuchung, der die Formeln in Nr. 212 
und 213 zu Grunde gelegt werden können vorbcli ältlich eines der Kraft 
P beizulegenden entsprechenden Werthes ; insbesondere ist offenbar 

P= — Ttr^p, also nach (677): 6 = — ar^ 
zu setzen , wenn auf den beweglichen inneren Rand der 
Platte keine axial gerichtete Kraft wirkt, wie in der 
folgenden Nummer angenOnunen wird. 

224. — Indem die gleichförmige Belastung der Platte von einer 
Flüssigkeit herzurühren pflegt, die bei axialer Beweglichkeit des inneren 
Platteurandes liier durch eine Dichtung am Äusfliessen gehindert werden 
muss , pflegen dann die Verhältnisse (z. B. 
im Falle des Cylinderdeckels mit Stopf- 
büchse für den Durchgang der Kolbenstange) 
von solcher Art zu sein , dass es sichj wie 
Fig. 67 andeutet, um eine am äusseren 
Rande fest und am inneren in 
einer axial beweglichen Hülse 
eingeklemmte ringförmige ebene 
Platte handelt. 




Während nach voriger Nummer hier }> = — ar^ zu set 
die Constanten c und d (Nr. 213) dadurch bestimmt, dass 

— — ^ sein muss fiir x = r^ und x^r. 



Q ist, sind 



Damit ergiebt sich aus (581): 

c d ar* aro^ ( 1 \ 

\ V ^ ' ^ ^ ■ ' 2 r^ 
— : ~i 1— 5— 1 ) = —;;— ll — »^ — In^ln — ) 

1— (*;« — + 1")«* 

1 ... \ n / 



oder mit n 



'[l_4„.(!..^i-) + a]. 



Die Constante e würde nur dann in Betracht kommen, wenn die" 
Biegung der Platte, d. it. die Abweichung z eines Punktes der Mitteltläche 
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von der ursprünglichen Mittelebene berechnet werden sollte , wovon hier 
indessen abgesehen wird. Mit jenen Werthen von c, d und mit &= — ar^' 
folgt nun aus (581): 

1 ds ar" Vx' , ,/j 1 \ , 

+ 4„.(i..-l)_« + .^] 

£=T['S--('»-+4-)-' 

und damit Bowie mit dem Ausdrucke (577) von a und mit ^^ ^ 

aus (674): 



[l_3f!_4„.(,„i_,) + .(^i+,)]. 



Für tt^O, also oc^O, stimmen diese Ausdrücke, wie es sein muss, 
mit denen (594) überein, die in Nr. 217 für die volle am Rande ein- 
geklemmte Platte erhalten wurden. 

Mit m^3 findet man für f:^— ■ und 

« = 0,1 0,2 . 0,4 

x = r„: Ee^=l,8Zi 1,544 0,924.-^^81' 

x = r:—Ee^=l,9i2 1,781 1,263 „ 
Ecy ist an beiden Reludem = 0, und es ist eonach I^Gi (ät x^^r und 
V:^= + ~ der grösste Absolutwerth von e: 



niax {Ee) = 



'■ T § T9 (1 — 2«* — o) J» 

4 *M" A» ^ '-^ 



(617). 



Er ist kleiner, als er nach (596) bei der vollen Platte unter übrigens 
gleichen Umständen sein würde, im Verhältnisse : 

1 — 2»» — = 0,971 0,890 0,631 

für tt = ^ = 0,l 0,2 0,4 und m = 3. 

r 

225. — Wenn die ringförmige Platte an beiden Rän- 
dern so eingeklemmt ist, dass diese sich nicht gegen 

D,3 zB<ibyCOO<^[e 



(619). 
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einander verschieben können, so ist P, also tuich b, eine 
vorläufig anbekannte Constaote ; die im Aasdrucke (580) Ton s vor- 
kommenden vier Constanten b, C, d , e sind aber dadurcb bestimmt, dasB, 
wenn der Anfangspunkt der Coordinaten im gemeinschafUichen Mittel- 
punkte beider RandUnien der Mitteltläche angenommen wird, 

dz 
g^O und - -^0 sein muss für x^^r and x = rn- 
dx 

Uemgemäss ergiebt sich mit Rii<^icht anf (580) nnd (581): 
»=-3|-H f-Ci»"-« — 1)+— j^ + iifai-o + e) 

8^2V ' 2/^2^ VJ 
Aus den Gleichungen (618) folgt durch Subtraction und mit der Bezeich- 
nimg n=— : 

»=^f'-»'' + T[<'-''*)('»'-"+»''4]l 

1(620) 
und aus den Gleichungen (619): 

A = ?r!„.+ l_^i„l .... (621). 
r» 8 ^ 2 1— n« « 

Die Substitutjon dieses Ansdmckes von d in der ersten Gleichung (619) 
und in Gleichung (620) giebt: 

+^[a-„.,(i„.-i)+„.i„|+j?^(<„|)'] 
+5^(1-»') 

und dann die Elimination von c zwischen diesen zwei letzten Glei- 
chungen : 
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\ — (1 — n^}tnr-\ n^lu — / 

32 V W/4L 2 1 — »*\M/J 
oder durch Division mit (1 — n*) Uüd mit der abgekürzten BezeichnuDg : 
;t— ' In— (622): 



Endlich einlebt sieb aus (621): 



= n^{l — Xfi)-— 



und aus der ersten Gleichung (619): 

^=[-l + p(i»r--i^)-«'(l-l/.)]^ (626). 
Der grösste Absolntwerth von e ist unter den Werthen von «, für 
15 = + — an den Eändem der Platte (positiv fiirv= — , negativ für 

v=-^\ zu suchen, woselbst Cy wegen ~ = selbst = ist. Es ge- 
nügt deshalb die Aufstellung des allgemeioen Ausdruckes von e^ > '^^ ";^'' 
chem Ende zuvörderst aus (581) mit Kückaicht auf obige Ausdrücke 
(623)— (625) der Constanten b, c, d sich ergiebt: 

£-^[^S-''0'"+l)-i+''('«'-l) 
=T^[-'+'S+''('»^-')-»'('-*'')(5+')] 

und damit aus (574) mit Rücksicht auf den Ausdruck (577) von a: 

4 m* «^ L r' \ X I 

-«'(*(»-l)(5 + l)]»- (626), 

D,gl,z,db,GOO<^le 
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Ubereinstimmead in der Form mit dem Ausdrucke (616) von Ee^ in 

voriger Nummer, worin nur die Glieder mit iln ll und( — -|-l) 

andere CoelBcienten haben. 

Was die relativen Maxima von e^ an den Bändern der Platte be- 
trifil, so .iat nach (626), wenn 

3 trt> — 1 r' 

T^^F^=* '""^ 

gesetzt wird, wo k nach (596) dae Maximum von Ee für die am Kande 

eingeklemmte volle Platte bedeutet, mit v = r- i^r den inneren 

Kand(a;=ro): 

£«. = [- l + 3n« + M(^»-^-l) + (V-l)(H-»'j]4 
oder wegen In — ^(1 — tt*)^ nach (622): 



= [-l + «'+(i— i-)p]t . . . (628) 
und für den äusseren Rand (x^r): 

^e, = [2-^ + 2nW— 1)]-|- 

= [l^n^-^(nn~~)ti'\k . . (629), 
z. B. fiir » = 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

und a! = ro; £«.= 1,1466 0,6900 0,4557 0,3043 0,1976 . jfc 
; x = r: £e, = 0,4321 0,3528 0,2779 0,2096 0,1492 . A. 
Ausser diesen zwei Grenzwerthen hat e, noch ein Maximum an einer 
mittleren Stelle, wo die Platte entgegengesetzt gebogen ist, wie an den 
Kändem ; doch ist dasselbe stets von untergeordneter Grösse. Mit der 



,=»>(V-i) 

entspricht es nach (626) der Bedingung: 

B—;4-uln \-v-s = min. , 

also _. _L u _ ( ) — _-^ = , 

woraus folgt: 
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Hiemach ist z. B. fär » = 0,S 0,4 0,5 

a; = 0,6106 0,6710 0,7331./ 

und för v = ~: £ex = 0,1630 0,1202 0,0834 . i. 

Die grösste Dehnung findet also am inneren Rande 
statt; unter übrigens gleichen Umständen ist sie am eo 
grösser, je kleiner der innere Badiaa r^ ist, und sie wird 
unendlich gross für r^^O. Denn für ro^O, also n=0 ist 
nach (622) und (623): 

i, = hi—-, also ^ ^ 1 

wegen Um (nln — 1^ — lm(nlnn)=0 (Nr. 214). Indem somit der 

Grenzwerth von i,[i = ln — unendlich gross ist, ergiebt sich auch lim (Ee^) 
nach (628) unendlich gross, während 

für den äusseren Rand nach (629) : Um (Efli) = 0,5 k 
wird, femer nach (630): 

und damit nach (626) flir « = — : 

/m(^e.) = (l-i— 4-i«6 + l)-|- 



226< — In dem in voriger Nummer behandelten Falle würden sich 
die ebenen Endplatten eines mit einem inneren Feuer- 
rohre versehenen Dampfkessels befinden, wenn dieses Rohr, 
das nahe halb so weit wie der Kessel zu sein pflegt, gerade in der Mitfe 
des letzteren läge. Die grösste Anstrengung der Eadplatten (an ihren 
mit dem Feuerrohre vernieteten inneren Rändern) wäre dann nach der in 
voriger Nummer angestellten Rechnung (entsprechend «=0,5) nahe 

^ — Je, d. h. ^ — deijenigeu Anstrengung, die der ebenen Endplatte 

des Kessels ohne Feuerrohr unter Übrigens gleichen Umständen zukäme. 
Wenn nun auch die ringsum laufenden Winkeleiaen, welche die Verbindung 
der Bodenplatte mit dem äusseren- Blechmantel und dem inneren Feuer- 
rohre vermitteln, eine gewisse Verstärkung der ersteren bewirken, so wird 
doch ihre Anstrengung durch die excentrische Lage des Feuerrohres ver- 

grösserl, und wenn sie deshalb^— -fc geschätzt wird, so ist die Dicke 

Ä einer solchen durchbrochenen Endplatte halb so gross zu wählen wie 
die einer vollen Platte unter übrigens gleichen Umständen, da dieser uacli 
(627) die Quadratwurzel der Anstrengung k umgekehrt proportional ist. 
Immerhin müsste dann aber nach der Untersuchung in Nr. 218, wenn die 
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Bodenplatte von der Dicke h und die cylindrische äuaaere KeBselwand von 
der Dicke h' gleich stark durch den inneren Ueberdruck von n Atmo- 
sphären in Anspruch genonunen werden sollen, 

furrt = 2 4 6,8 10 Atm. 



sein. Wenn also , wie üblich , h nur wenig > h' gemacht wird , so ist 
eine anderweitige constructive Verstärkung der Bodenplatten (durch gegen- 
seitige Terankerung nach der Länge des Kessels oder besser durch radial 
gerichtete , mit den Bodenplatten und dem Aosaenkessel vernietete Ter- 
steifungsstege) nnerlässlich ; der Grad der dadurch erzielten Verstärkung 
entzieht sich freilich einer genaueren rechnungs massigen Beurtheilung. Um 
so mehr gilt dasselbe für Kessel mit zwei Feuerrohren, deren Durchmesser 
höchstens 0,4 vom Kesseldurchmesser zu betragen pflegen. 

227' — Wenn die Anstrengung einer am Rande eingeklemmten nnd 
gleichförmig belasteten kreisförmigen Platt« durch Befestigung in der Mitte 
vermindert werden soll, so mnss, wie die Untersuchung in Nr. 225 ge- 
zeigt hat, das Verhältniss —=^« einen gewissen Minimalwerth ^ ungefähr 

- — überschreiten, widrigen Falles die Inanspruchnahme der Platte durch 

ihre Befestigung in der Mitte nicht verkleinert, sondern vei^rössert werden 
wurde, ähnlich wie es sicli nach Nr. 222 auch im Falle einer centralen 

r„ 1 

Stützung verhielt, wobei indessen zu gleichem Zwecke — nur >^ z" 

^^ sein brauchte. Fig. 68 zeigt 

die Art, wie die centrale Ver- 

^^ .-r— r~ — ■ tSL-^ ^^-^^ m^J aa ankerung der Platte durch Ein- 

BÄB"!^ * -- 1 ■ -^ I I i^^p klemmung zwischen mnden 

M. Ur"^ B Scheiben vom Radius j-g zweck- 

^"~ *" [jj ^ massig bewirkt werden kann. 

Sofern dabei das Verhältnisa 

- Berectinung 

des Maximal werth es von Eb ersetzt werden durch die eich nahe an- 
schliessende Formel: 

«!*Kc(££) = (^^ + 0,726 — 1,9 n+I-,12«*)^ (6SI), 

entsprechend z. B. fllr « = 0,1 0,2 0,3 

maa: (Ee)=l,ti&2 0,6898 0,4558A 
statt 1,1466 0,6900 0,4557 Ä. 
Zur Beurtheilung des dem Anker zu gebenden Querschnittes ist noch 
die Bestimmung der ihn belastenden Krafl =^ — jP von Interesse. Indem 
aber 
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aus (577): P= — 7cp imd aus (623): — = — // ^ 

folgt, ergiebt sich; _p=^^r*i) ...... (632), 

also nach (612) in Nr. 222 im Verhältnisse ^ grösser, als der Dnick auf 
eine stützende centrale Kreislinie vom Radius rg und von solcher Lage 
ihrer Ebene sein würde, dass der Mittelpunkt der deformirten Mittelftache 
in der ursprünglichen Mittelebene der Platte liegt. Nach (623) ist z. B. 
für n=0 0,1 0,2 0,3 

^=1 1,170 1,402 1,669 

und kann auch näherungsweise etwa bis n ^^ — gesetzt werden ; . 

It^ 1 + 1,47 w + 2,5«* (638), 

wonach sich z. B. ergiebt: 

(1 = 1 1,172 1,394 1,666 
für «=0 0,1 0,2 0,3. 

Aehnlich wie bei der hier besprochenen centTnlen Befestigung einer 
kreisförmigen Platte muss natürlich allgemein, wenn die Anstrengung 
irgend eines plattenförmigen Körpers unter dem Einflüsse eines Normal- 
druckes auf seine Oberfläche durch stellenweise Befestigung (Verankerung) 
vermindert werden soll , dabei mit der Vorsicht verfahren werden , dass 
solche Befestigung nicht auf einen zn kleinen Tlieii der Platte beschränkt 
bleibe, widrigenfalls ilire Anstrengung dadurch nicht nur nicht verkleinert, 
sondern umgekehrt vergrössert werden würde. Dass überhaupt die 
Anstrengung einer Platte ins Unendliche wachsen muss, 
wenn ihre Belastn ng durch eine No rmalkraft von end- 
licher Grösse (z. B. durch die Widerstandskraft eines mit ihr ver- 
schraubten Ankerbolzens) auf einen verschwindend kleinen 
Theil der Platte beschränkt wird, folgt schon aus der Kück- 
sicht auf die Schubspannungen , die dann In einer die angegrüfeno Stelle 
rings umgebenden und verschwindend kleinen Schnittfläche im G-anzen von 
endlicher Grösse ^ jener äusseren Kraft sein müssten. Ein stabförmiger 
Körper verhält sich in dieser Beziehung deshalb anders , weil eine Örtlich 
concentrirt , d. h. an einem verschwindend kleinen Theile der Länge 
(übrigens längs der ganzen Breite) des Stabes angreifende Kraft von end- 
licher Grösse nur mit den Schubspannungen eines ganzen Stabquerschnittes 
im Gleichgewichte zu sein braucht. 



C. Ebene Platte, die In Bezug auf zwei sicli rechtwinkelig echnei- 

dende Normalebenen Ihrer Mittelebene eymmetriech gestaltet und 

belastet Ist. 

228. — Die Terhältnissmässig sehr kleine Dicke der Platte sei 
wieder mit H , der auf der Oberfläche gleichförmig vertheilte äussere Nor- 
maldnick mit p pro Flächeneinheit bezeichnet. Letzterer sei die ränzige 
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primäre (gegebene) Belastung, Indem aber zu den belastenden Kräften 
überhaupt auch die secundäreo oder Widerstandskräfte von Stützen resp. 
Befestigungen der Platte geliören, schliesat die Voraussetzung doppelter 
Symmetrie der Belastung zugleich eine solche der Stützung resp. Be- 
festigung der Platte in sich. Dabei soll ausserdem vorausgesetzt werden, 
dass, wenn durch die Befestignngs weise der Platte längs ihrer Mittelfläche 
wirksame Widerstandskräfte verursacht werden, dieselben so vertbeilt seien, 
dass die entsp reo h ende Dehn un g in allen Punkten der 
Mittel fläche für dieselbe Richtung in ihr gleich gross ist. 
Ein rechtwinkeliges Axensystem OX, OT, OZ werde so angenommen, 
dass die Ebene XOY mit der ursprünglichen Mitlelebene zusammenlallt 
und die positive z-Axe die Richtung des Normaldrackes p hat, während 
die Ebenen XOZ und YOZ in den vorausgesetzten Symmetrieebenen 
liegen. Wenn dann wieder, wie bei der kreisförmigen Platte (Nr. 212), 
die Normalspannung Oi als sehr klein gegen ff, und Oy vernachlässigt 
wird, so ist wie dort nach den Gleichungen (630): 

g -— /^( _i_ X \ tmA ff, = («x + ■me,) 

m — 1 ^ " ' m — 1 ^ " 

oder mit der Bezeichnung : 

A = ~^^2Q= "*' , E . . . (634): 
m — 1 )M* — 1 






(635). 



Wenn femer wieder mit v (positiv im Sinne der positiven r-Axe) 
die Entfernung eines beliebigen Punktes der Platte von ihrer Mittelfläche 
bezeichnet wird , so kann , unter ^^ den Krümmungsradius des mit der 
:r-Axe, unter q, den Krümmungsradius des mit der y - Axe parallelen 
Kormalschnittes der Mittelfläche im Punkte x , y verstanden, beide absolut 
genommen, analog wie in Kr. 212 gesetzt werden: 

e, =^ Cmx + — ; £„ = e,„, + — . . . . (636). 

Dabei gelten die oberen oder unteren deichen, jenachdem die beeilenden 
Normalschnitte nach der Seite der positiven ^-Axe convex oder concav 
sind; £„,, und e^y sind die als constant vorausgesetzten Dehnungen der 
MittelAäche selbst nach den Richtungen OX. und OY. Der analytische 
Ausdruck von q^ ist bekanntlich : 



f|/'+(I^)'+(^)' 



r-— ; COS* A + 2 ^: — ^ cosA,cosu-+- ^— - cos* u 
öx* ' bxdy dy* 

unter X und ^i die Winkel verstanden, welche die Tangente des der x-Axe 
parallelen Kormalschnittes beziehungsweise mit der :r-Axe und der ^-Axe 
bildet, und wo das obere oder untere Vorzeichen unter denselben Um- 
ständen gilt, wie im obigen Ausdrucke von e^. Wenn aber, wie liier 
vorausgesetzt wird, die Krümmung der Mittelfläche sehr gering ist, so sind 
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' -r — , -r — nod COS u sehr klein , cos il ist aeHr weuie tob der Einheit 
da; dy 
verschieden , also nähemngsweise ; 

1 ^i'g ^ 1 „<»»« 
= + !—»' ebenso ^J.— — 

und damit nach (635) und (636), wenn 

a^ = A(e^-i^ — e^,\ und ff„,y = ^ (— e„„ + «.„y) . (637) 

die Normalspannungen in der MitteUläche nach den Richtungen der ar-Axe 
und der y-Axe beseichnen : 

Den Voraus Betzungen der Aufgabe entsprechend ist die deformirte 
Mittelfläche nach wie vor symmetrisch in Bezug auf die Coordinatenebenen 
XZ und YZ , ist also eine gerade, d. h. solche Function von x und 
y, das3 sie durch Aendening des Vorzeichens von x oder von y unver- 
ändert bleibt. Dasselbe eilt dann auch von -r— -^ und -r— ^ , folglich nach 

ox* oy* 

(638) auch von e^ und Cy, (Ti und Oj, während 

-T— eine ungerade Function von x und gerade Function von y, 

-j— eine gerade Function von x und ungerade Function von y 

ist, d. h. jene zugleich mit x, diese mit y selbst entgegengesetzt wird. 

Aus den Gleichungen (638) fllr e,i=-r— und 6^ = -^-^ folgt nun 

durch Integration nach x resp. y mit Bficksicht darauf, dass Cmi und Smy 
constant sind : 

WO a eine von x, i eine von y unabhängige Grösse bedeutet. Indem 
aber die Synunetrie offenbar erfordert , dass £ eine ungerade Function 
von X, t] eine ungerade Function von y ist, müssen a und b ^ Null 
sein, so dass aus ^esen Ausdrücken von ^ und tj weiter sich ergiebt: 

»1^ ■ ■ ^"''^- 

Ans den früheren Untersuchungen dünner Platten wie dünner Stäbe 
ist za Bchliessen, dass auch hier t^ und % nicht minder wie a. von 
untergeordneter Grösse sind, sofern wenigstens nach der Bemerkung zu 
Ende von Nr. 227 die durch Stützung oder Befestigung der Platte ver- 
ursachten Widerstandskräfte nicht an zu kleinen Stficken derselben concen- 
trirt angreifen. Bei solcher Vernachlässigung von (Ti, t^ und Vj, also 

""•"** '^ i,,Coo<^le 



.. = e,. = G(f+ii)=-20., 
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anch von y.^ und y^, sind die Hauptdehnnngen C^, ^, t^ nach Nr. 23 
die Wurzeln e der cubischen Gleichung : 

4 (e, — e) (cy — e) (e, — e) — («, — e) y.» = , 

zerfallend in : e, — c = und e* — (e, + e^) c -|- c. fiy — y,* = , 

woraus mit Rückaicht auf (630), was e, betritt, folgt; 

^)_i±i±i2^E3!±S, ^ = ^ = _:^ . (640). 

Absolut genommen am gröesten ist eine der beiden parallel der Mitt«lfläche 
stattfindenden Hauptdehnungen Cj und c,, nämlich e^ oder %, jenachdem 
Gl ~t~ ^ positiv oder negativ isL 

229. — Durch die Gleichungen (638) und (639) würden e,, e^, y^ 
und dann durch (640) auch die Hauptdehnungen für jeden Punkt {x, y, v) 
der Platte bestimmt sein, wenn e als Function von x und y, d. h. wenn 
die Gleichung der gebogenen Mittelfläche bekannt wäre. 
Ihre Differentialgleichung wird aber gefunden mit HOlfe der allgemeinen 
Gleichungen (2) in Nr. 2, worin 

X=Y=Z=li xmA dv &a dg 
Bu setzen ist, also mit Hülfe der Gleichungen: 

^ H, ^^ 

ix iy hv 1 

bx hy bv 
Wenn man in den zwei ersten derselben für d und Oy die Ausdrücke 
(638) und für r^ den Ausdruck (639) oder mit Eückgloht auf (634) : 

m— 1 . h^z 

' m ixby 

snbBtitnirt , erhSlt man durch Integration nach v und mit Bücksicht darauf, 

dass T, und Ty an der Oberfläche der Platte (für v = + — 1 ^ Null sein 

z^=A{ — i— T-r — h-rnrH , „. 1 1 vdv 

\m ox'oy oy' m öx^oy/J 

— "T 
/ b'e !)'g\/v' ft^ 

~ Kix'dy "*" dy^}\2 8/ 
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Indem diese Ausdrücke von r, und %j ebenso wie die ihnen zu 
GrTunde übenden von ff,, a^ nnd t, anf der Vernachlässigung von 
Ox bnuhen, hat damit die dritl« der Crleichungen (641) ihre Bedeutung 
verloren , die darin bestand , dasB durch sie die algebraische Summe 
det im Sinne der jff-Axe auf ein Eörperelement =^ dvdxdy wirkenden 
Kräfte ^ Null gesetzt wurde. Sie ist aber zu ersetzen durch die 
entsprechende GieicbgewichtsbediaguDg der Eräfle für ein aus der 
ganzen Flattendicke heransgeschnittenes Eörperelement ^:= % tjx (f^, d.i. 
durch die Gleichung, die aus jener durch IntegrotioB nach v zwischen 

h h 

den Grenzen — — und — hervorgeht ; 



Durch Einltlhnmg der obigen Ausdrücke von Ti und 7y folgt dara 






ä'»\ 



Väs' ^ d:i" Jy" / 12 ^ V ii' i)y' ^ by' 



als die gesuchte Differentialgleichung der Mittelfläche. 

230. — Ein besonderes Int«gTat dieser partiellen Differentialgleichung 
ergiebt sich aus der Erwägung , dass ihr u. A. die Gleichungen entsprechen 
müssen, die im Vorhergehenden für die gebogene Mittelfläche einer gleich- 
förmig belasteten kreisförmigen Platte bei Stützung oder Einklemmung 
am Kande gefunden wurden. Indem aber die betreffenden Gleichungen 
der Meridianlinie, nämlich (586) für die am Rande gestützte, (592) iiir 
die am Rande eingeklemmte Platte, mit Rücksicht auf die Bedeotnng von 
A nach (634) beide die Form: 



•=sj^(- 


-»■)(6> 


-!>) 






haben (mit besonderen Werthen von 


und 6) 


iat di 


gemeins 


ame Form 


der Gleichungen dieser Mittelflachen 


lelbil: 








«=Äi^(«'-- 
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entspricht, ist leicht zu erkennen. Denn aus 

f=(<i'—x'—g'){l<—x'—!l')=a't'—(a'+i<}(x<+9')+(x'+s')' 

toW -^ = - 2 («■ + *') is + 4 («' + S") « 
|^ = -2(»> + i') + 4{3:c' + y'), 
1.0 Ä=_2(a> + (,^+4(i» + 3j,') 
+ 1^ = — '(«■+»•)+ 1«(«^' + J'') 

somit die entsprechende Function von £ = 64 ■ 

Das allgemeine Integral der DifFerentialgleichnng (642) ist hiernacli: 
' = ^^(«'-»'-J'')C'-«'-»') + -FCa:,!r) ■ (643), 

unter F irgend eine Function von x und y verstanden , die der Differential- 
gleichung entspricht: 

d*F d*F ^*^_o 

dx* "^ dxHy* "•" djf* 

-r-5- — ^1 mit -v-r+Ts =0. 

Indem aber das allgemeine Integral der zweiten dieser Differentialgleichungen 
(siehe Kr. 156) unter der Form; 

F,=f{x + it/)-\-(p(x — i!f) = f+(p 

I h'^F d'F 

darstellbar ist (t ^ V — 1 ) > muss nach der ersten . , -t — r— r- eine 

■■ ' " bx* ' dy* 

Function von derselben Form sein. Unter Anderem ist das der Fall für 
F=F^, allgemeiner für F=ipFi bei geeigneter Wahl von tp ala 
Function von x nnd y. Bei dieser Form von F ist nämlich: 
hF ^ üFi diff 
bx ^ bx hx ^ 

bx* bx* bx bx ' bx* ^' 

i*F , b*F^ . „ b\p bF^ , b*ib „ 

ebenso ^— ^ = i/i -^-^ + 2 ^ -r-^ + -~^ F, , 

iy* ^ by* by by ' by* " 

b*F, i*F, 
also wegen — r-^ H — r-^ = , is = /"+ (p 

bx* by* ' 1 < ' T 
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imd mit den 












iiF, 


=r + y'. 




= iif-<^). 






wo/-' = 


df{x+iy) 
i{x+iy) 


und I 


^' = ^ 


iy) 


seibat wieder 


wie f und {p Functionen von x + ip resp. 


von a; — t^ sind ; 


H'F , 


i'F 










-5ir + 


iy'- 










-^m 


+ '^) 


f' + i^- 




■)^']+(S 


^+^)(^+.) 



Das ist aber, wie verluigt wurde, die Summe einer Function von 
x-{-iy und einer Function von x — ii/ , wenn 

_^r__ _i_ ^ _Jfl ^j^g Function nur von x-\-iy, 
i)x ^ dtf , ^ ^' 

ox by 

; ■ 4- . . b^des zujcleich , sIbo eine Constante ist , so daes 
da;» ' iy* 

-^ = oder =Cv, 
by 

also ip^C oder ^ C(x* + y*), und somit 

F(x, y) = fix + iy) + y (a: - %y) 

+ (^' + y*) l/i (^+;»y) + 9'i ('^ - iyn (6*4) 

gesetzt werden kann , unter f^ nnd ^j ebenso wie unter f und ^ die 
Zeichen beliebiger Functionen verstanden, in denen der constante Factor 
C yoa tp einzubegreifen ist. 

Durch Entwickelung in Reihen , die nach ganzen Potenzen von x 
und y fortschreiten , ra'giebt sich nach Nr. 156 mit Weglassnng der 
Glieder, die ungerade Potenzen von x oder y enthalten (da e, also auch 
F eine gerade Function von x und y ist) , aber mit üinzufUgung je eines 
coostanten Gliedes (da die betreffenden Functionen hier nicht = zu 
sein brauchen für x = y=0 wie in Nr. 156 die Function Q ftir 
y = e=0): 

f(x + iy)-\-g}(x—iy) — e-\'Ci(x^—y^) + Cj{x* — 6x*y' + y*) \ 

-\-c^ix'—l5x*y*+nx»y*-y'')+...\^ 

fi(x-hiy)-\-^i(x~iy)=d-\-di{x*—y') + d,(x*' — &x'y^-\-y*) |S 
+ d^{x'—löx*y'-\-nx»y'—y'>)+...) 

also nach (643) nnd (6i4) bei Absonderung des Factors -.— -jr: von den 
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Cornttanten e, Ci, Cg . . ■ , d , di, d^ ■ ■ ■ und unveränderter Bezeichnung 
ihrer übrig bleibenden Facloren : 

» = ^^{«-i'-(«" + *') («■ + »') + («' + !'')■ 

+ («" + »")W + i'i (=='-!'")+ «4 (»;'-6«V + »')+- Ol 

= ^^!o't"+<i+(-«'-6'+o. + iO=«'+(-«'-»'-»i+<i)>' 

+ (1 + c, +<;,)»' + (2 - 6c,) icV + (1 + li - <!,)!(' 
+ (c, + d,)i;' + (-Ue,^Sd,)x*y< 

+ {Uc, — id,)x'y'+i—t,+d,)s'+ . . .) 
oder bei Einführung neuer Constanten B, C, D, C^, D^ ■ ■ • : 

+ Cia:«+5{i),— 2C;)xV+5(Ci — 2Dg)a;V 

+ Z>,y«+...l (646). 
Was nämlich die CoefHcienten der Glieder mit z'jf*, X*y* , iC*y* . . . 
betrifit, so folgt auB 

l + Cj-}.di = C, und 1 + Cj— di=i),: 

c,== ^'+^' — 1; 2— 60^ = 8 — 3(C1+A). 
Bowie ans Cj -j- (^ ^ Cg und — Cj + (^ = i)j : 



— I5c, — 5(7j =y(— 30, + 37>j — C, —7)0 = 8 (A -2Ci) 

15C8 — 5dj = -| (3 C, — 3D, — C, — A) = 5 (C^ - 2i)g). 

Jede Gruppe von Gliedern höheren Grades bringt zwei neue Conetante 
mit sich. Ebenso wie in dem analogen Falle von Nr. 156 iet es Aller- 
dings auch liier fraglich, ob bei solcher Entwickelung von s als ganze 
algebraische Function von x und y mit endlicher Gliederzalil (ohne welche 
Beachränkung diese Entwickelung praktisch werthlos wäre) die con8tant«n 
CoefScienten gemäss den Grenzbedingungen bestimmt werden kUnnea. 

231. — Bs bandle sich z. B. um eine gleichförmig belastete 
Platte, die in den Knotenpunkten eines Systems voa 
rechteckigen Feldern festgehalten wird, nämlich in den 
Punkten der Mittelebene , in denen sich zwei rechtwinkelig gekreuzte 
Schaaren paralleler Geraden in derselben schneiden , von welchen die auf 
einander folgenden der einen Schaar die gleichen Abstände 2a, der an- 
deren die gleichen Abstände 2i haben. Alle so gebildete rechteckige 
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Felder wie ABCD , Fig. 69, verhalten aich 
Dahezu gleich, und es bezieht sich die Unter- 
snchuDg mir auf ein solches Feld ; die ;^£beiie 
wird in der uraprüngliclien Mittelebene, also in 
der Ebene der festen Punkte Ä, S, C, D an- 
genonunen, der Anfangspunkt im Mittelpunkte 
-X des Rechteckes ASCD, die x-Axe parallel mit 
den Seiten 2a, die ^-Axe parallel mit den Seiten 
2b desselben. 

Zur Bestimmung der constanten Coefficienten 
im Ausdrucke (646) von b dienen zunächst die 
Bedingungen, doss 

= Bein mufis für aT:=^+« und jeden Werth von y, 

= sflin muss filr ff^=ife «nd jeden Werth von x. 
Das ist der Fall, wenn 

C-l-2Cifl»=0, D-\-2Dib' = 0, 8-3(C,+2>,) = 0, 







Y 








■ 






^ 




^ 


■r 














-2Cia», Z> = — 2Z)i6», C^+B,-. 



also 

und jeder der folgenden CoeiBcienten (\, D^ . . . = Null gesetzt wird, 
somit 

»=g^[«+o, (-2«'«*+«')+ A(-2*y +»<)]■ 

Die fernere Bedingong : ß = (ür a; = + a, y^ + d giebt dann; 



.3 p 



' = J5^[C, («'-=«')'+ A (*■-!'■)■] 



(647). 



Darana folgt: 
in 



r (»■->')!' 



^— 1''.^(»--->^ If— tA^«*'-»»-) 



und damit nach (638) wegen A = 



Ei^ = Ei„ + -fCi " , p(»'-3i') 



liL, 



Ee, = £«., + -2- A - 



j(S'-3j,«). 
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läsaignng von t^ and Zy) e^ nnd e, Hauptdehnongen. In den Ausdrücken 
derselben ist 

Se^==Pt~—Pt; Ee^=Pt — —Pi ■ • (649), 

falls Pf and p^ die apecifischen Spannungen sind , die event. von einem 
im Sinne der x-A^e resp. der y-Axe wirksamen Znge in der Platte ver- 
ursacht werden, wie sicli den Gleichungen (637) mit o'nii = 17ii ^ws'^Pt 
entnehmen läsat, Qbrigens auch unmittelbar aus den Gleichungen (63) in 
Nr. 22 folgt. AbBoIut genommen am grössten sind e^ nnd By fär 

a:= + a resp. y = + fc nnd Rlr w = +— mit dem Voneichen genommen, 

welches zur Folge hat, dass die zwei Glieder des betreffenden Ausdruckes 
(648) einerlei Zeichens werden. — 

Die CoefiScienten 0| nnd Z)| , die Functionen von a nad h Bfäa 
können , sind nun aber durch die einzige Relaüon : C'i -j* -^i = ~^ nicht 

. bestimmt, und es wird auch diese Unbestimmtheit nur eingeschränkt, nicht 
aufgehoben durch die Erwägung , dass , wenn man mit 6^0 die der 
y-Axe parallelen Stützpunktreihen za Stützlinien oder viehnehr Ein- 
klemmungalinien zusammenrücken lässt, wodurch, weil dann wegen ^'<&^ 
auch y=0 zn setzen ist, nach (647): 

^ P n r i s\9 3 - t»*— 1 p . . 

IS^Ä' '^ ' 16 m* Eh*^ ' 

wird, diese Gleichung übereinsümmen muss mit der auf die entsprechenden 
Coordinatenaxen bezogenen Gleichung der elastischen Linie eines beider- 
seits eingeklemmten prismatischen Stabes von der Länge 2a, der bei 
rechteckigem Querschnitte von der Breite ^ 1 und der Höhe h gleich- 
förmig mit p pro Längeneinheit belastet ist. Diese letztere Gleichung 
ergebt sich aus (95, a) in Nr. 54 mit Bezug auf Fig. 19, nämlich ans: 

E7(a:r-^)— ^ + ^-g — 

durch die Substitutionen : 

J"=--, a=0, X = pa, (A) = —^ nach (116): 



12 



£Ä' pa^x* pax^ px* 

"T2"*' 6 '■~r~ 24" 



-(ia'^iax-\-x')x*=-^(2a-xy: 



P 

und durch die weitere Substitution von a-\- x ßir x : 

Es musa also (7, eine solche Function von a und b sein, dass sie 

^ — T wird für i = , nnd ergiebt sich ebenso , dass D, eine 

3 »t* — 1 . 
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eolche Function von a und b sein muse, die mit a^O sich &uF 
8 m* 
— — j reducirt; indesBen kann das auf unendlich mannigfache Weise 

so der Fall sein, dasB zugleich C, + 2J, = — ist, 

232. — Jene Unbestimmtheit fallt weg bei quadratischer An- 
ordnung der Einblemmungspunkte ^a=:&)) indem dann na- 

türlich C, und D[ einander gleich, alao beide ^-^ ^ind. Damit folgt 

aus (647): 

, 1 po* 1 »I* — 1 pa* „,.^ 

max = = ~r-^^z-r:= -z: ; — ^Ti-i • • (650), 

2 ^Ä» 2 m* Eh' ' 

entsprechend x=y^ü; femer aus (648) im Falle p^:=pj^O: 
[. a» 

Beide Masimalwertfae sind unter übrigens gleichen Umstanden = — der- 
jenigen einer am Rande eingeklemmte^ kreisförmigen Platte, deren Badius 
= ay2, deren Dnrchm^ser also = der Diagonale des Quadrats ÄBCD. 
(Fig. 69) ist ; denn flir eine solche wäre 

nach (593). <J = 1.^^^ 
16 »t* Eh^ 

und mitpj=0 nach (595); fmx(Ee)^— ^ p"-P' 

Gemäss der allgemeinen Bemerkung zu Ende von Nr. 227 ist 
schliesslich hervorzuheben, daas natürlich die Stützung resp. Befestigung 
der Platte nicht wirklich m einzelnen Punkten wie Ä, S, C, D 
(Fig. 69) geschehen darf, wie es hier der Einfachheit wegen vorausgesetzt 
wurde. In der That pflegen es die Nietköpfe von NiMbolzen oder die 
Köpfe resp. Muttern von Sehraubenbolzen zu sein, von denen an solchen 
Stellen die Platte gehalten wird, so dass ihre Stützung in einer Fläche 
geschieht, die genau oder näherungs weise von einem Kreise umgrenzt wird. 
Der Durchmesser d^ dieses stützenden Kreises mnss nun eine gewisse 
Grösse haben, die mit Rücksicht darauf zu bemessen ist, doss der Schub- 
spannung, die in der durch diesen Kreis gehenden zur a;y- Ebene senk- 
rechten cylindrischen Schnittfläche der Platte im Sinne der jS-Aie Slatt- 
flndet, kein grösserer Maximalwerth von Ei entspreche, als er sich mit 
Rücksicht auf die Biegung der Platte nach vorstehender Untersachung, 
insbesondere bei quadratischer Anordnung der Stützflächen nach (651) 
ergehen hat. Indem dann aber der Druck auf eine solche Stützfläche 
= ipa' ist, ergiebt sich der Mittelwerth jener Schubspannung 
ipa^ 

und kann ihr HtoimalwerUi analog Gleichung (205) in Nr. 84 



,dbyG00gIe 



PUttenffiimige Körper. 



2 Äd,A ttd^h^ 
und endlich ibm entsprechend nach Gleichung (59) in Nr. 26 
,_ . m-\-l 6 a* 

gesetzt werden. Damit diesea Maximum Iileiner, als das durcii Gleichung 
(651) bestimmte sei, muss 

6 1 ^m — 1 1 



«ein, oder mit m = — und ?r = -— : 
3 7 

'^>¥t*' '■ '• *>n* -• ■ ■ '"'''• 

233. — Nach den hier entwickelten Formeln kann näherungsweise 
die Anstrengung beurtheilt werden, welche die ebenen Platten, woraus der 
Feuerkasten einer Locomotive gebildet ist, unter der Erwirkung 
des im Kessel herrschenden Dampfdruckes auszuhalten haben. Indem da- 
bei die Bolzen, welche die Seitenwände des inneren und äusseren Feuer- 
kastens , meistens auch nach heutiger Constructionsweise ihre Decken ver- 
binden, eine erhebliche Spannung der Anssenwände und Pressnng der 
Innenwände im Sinne ihrer Mittelebenen verhindem, sind p^ und p^ von 

untergeordneter Grösse, so dass nach Gleichung (6S1) mit m=— - nnd 



Sphären verstanden, gesetzt werden kann: 

»«.(£«) = *= 0,91 |i^n = 0,94||», 
wofür mit Bücksioht darauf, dass p^ und p^ nicht vollsülndig = Null sind, 

gesetzt werden möge. Bei den üblichen Verliältnissen der Verankerung 
durch die fraglichen Bolzen ist diese Spannung k nicht erheblielt ; die 
Dicke der Eupferplatten insbesondere, aus denen der innere Feuerkasten 

gebildet zu werden pflegt, ist etwa ^-~a (z. B. A= 16"™ bei a = 48"™, 

d. h. bei 96°™ Entfernung der Bolzen von einander), so dass dann h nur 
= On Egr. pro Quadratcenüm. sich ergiebt. 

Grösser ist schon die Anstrengung der kupfernen Bolzen. Bei dem 
Durchmesser d ist ihre Bpeciflsche Zugspannung; 



iBfl» 16 31 a' 



30 d* •—— 4 rfä" 
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oder mit durchflchnittlich d^'l,5h, unter A die Wanddicke des gleich- 
falls kupfernen Innenkastens veretanden (wobei, da die Nietköpfe einen 
fast doppelt so grossen Dnrchmesaer d, erhalten, zugleich die Bedingung 
(662) erfüllt sein wird): 

, 21 4 a* 7 a^ 7 , 

Noch viel grösser ist indessen die Anstrengung sowohl der Bolzen 
wie der Wände des inneren Fenerkastens wegen der Erhitzung und ent- 
sprechenden Ausdehnung des letzteren durch den Einfluss der Feuerung. 
Indem er dadurch vom Host an sich aufwärts streckt, da durch die etwa 
vorhandenen verticalen Deckenbolzen, die bei ihrer verhältnissmässig grossen 
Länge zur Inanspruchnahme auf Druck wenig geeignet sind, solche 
Streckung nicht erheblich gehindert werden kann , sind es namentlich die- 
zur Verankerung der Seitenwände des Innen- und Äussenkaetens dienenden 
horizontalen Bolzen , die dadurch gebogen werden , während die Seiten- 
wände des inneren Fenerkastens in verticaler Richtung comprimirt «erden 
und seine Decke in der Mitte nach unten durchgebogen wird. Die daraus 
hervoi^ehenden Anstrengungen jener Bolzen und der verticalen Wände 
des inneren Feuerkastehs sind (auf Grund der vorläufig hier als zutreffend 
vorausgesetzten Elasticitälsgesetze) näheningsweise wie folgt zu beurtheilen, 
wenn ( den Uebersehuss der Temperatur des inneren über die des äusseren 
Kastens , a den linearen Ausdehnungscoefficient des Kupfers , E seinen 
Elasticitätsmodul und b die halbe Länge der Bolzen, J das Träg- 
heitsmoment ihres Querschnittes in Bezug auf einen Durclimesser be- 
deutet. 

Sofern ein solcher Bolzen sich hier wie die Hälfte eines prismatischen 
Stabes verhält, der an den. Enden eingeklemmt und in der Mitte mit 2P 
belastet ist, oder die Hälfte des Bolzens wie ein Stab, der an einem Ende 
befestigt und am freien anderen Endo mit P belastet ist, falls P die Kraft 
bedeutet, mit der die Wand des inneren Feuerkastens und der Bolzen an 
ihrer Verbindungsstelle nach verticaler Richtung gegenseitig auf einander 
wirken , so ist , wenn insbesondere P^ den Werth von P für die Bolzen 
der m*™ Horizontal reihe, vom Roste an nach oben gerechnet , und Sa, die 
relative Verschiebung der inneren gegen die äusseren Enden dieser Bolzen 
in verticaler Richtung nach oben bezeichnet, nach den Gesetzen der 
Biegungselasticität : 

welche Werthe indessen durch MultipUcation mit einem Factor ß, der 
grösser als 1 iat, corrigirt werden milgen, da bei der hier verhältniss- 
mässig kleinen Bolzenlänge neben der Biegungs- zugleich die Schub- 
wirkung der Kraft P nach Nr. 139 von wesentlichem Einflüsse sein kann. 
Da femer der Unterschied ^d^ — öm — i der Aenderung gleich ist, welche 
die Entfernung der m'™ von der (m — 1)"" Bolzenreihe wegen der Tem- 
peraturerhöhung t der inneren Kastenwand im positiven Sinne and ihrer 
Compresaion durch die Kraft P„ im Querschnitte hd im negativen Sinn^ 
zusammen genommen erleidet, so ergiebt sich die Gleichung; 
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Mit dm Bezeicbnnngni : 

h«t diese dridmng die F<mn: 

lind folgt daiwu nach nnd nach : 



-(^+5^7+ ■••+^+4-)' 



1 C-- 



r*^- 



Kb wächst also P nnd somit auch die entsprechende Anstrengung der 
inneren Kastemrand nnd der Bolzen vom Roste an nach oben hin , mtd 
wenn m jetzt die Zahl der fiberhanpt über dem Roste vorhandenen hori- 
zontalen Bolzenreiben bedentet, so ist die Haximalpressnng der Wand: 

hd cF c~l ßb^kd d^ 

nnd die M^dmalspannnng der Bolzen ; 

; ^2 Li^p ftd^ 3 ad k 

J "^ c— 1 ßh" ° 2J~ 2 ßb* c— 1 ' 
da nach Nr. 134 die Anstrengung der Bolzen nur mit Rücksicht anf ihre 
Biegnngsspannung beurtheilt zu werden braucht 

Was den Factor ß betrifil, so ist nach Gleichung (354) in Nr. 139 
zu setzen: „ . J' Ä, ff« 

^=1 + -^=, + 32^=1 + 83^, 

worin Hf, das Moment des halben Bolzenqnerschnittes in Bezug auf die 

Tld^ 

Biegusgsaxe, d. i. das Froduct des Halbkreises -^— und seines Schwer- 
punktsabetandes von dem ihn begrenzenden DurchmesBer bedeutet: 
rrd* 2d d> ^ a . , 2 d* 





^•=^e=n"°^' 


^ = .+i 


wird. 


Hiamach findet mtm z. B. ftir 






a=3Ä, d—\,5h 


und 


h = 2d i,hd 


Zd: 




(i= 1,167 1,107 


1,074 




= 1,0473 1,0266 


1,0162 




4=0,870 0,223 


0,140 Bat 




*i = 13,6 17,0 


20,4 £ 




= 6,03 3,79 


2,86 Bat. 
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Die Anstrengung der Bolzen Ut wesontlich gröaaer, ab die des Feuer- 
kastens selbst , übrigens um ao kleiner, je länger diese Bolzen sind , wes- 
halb es rathsam ist, wenigstens nach oben liin die Entfernung der inneren 
von den äusseren Kastenwänden oicht sehr klein zu machen. Weil je- 
doch selbst im günstigsten der obigen Fälle mit 

£=1100000 und « = 0,000017, also jEo= 1,1 . 17 = 18,7 
sich %, =: 2,86 . 18,7 f:^ 53,5 t Egr. pro Quadratcentim. ergiebt, d. i. eine 
Spannung, die schon i^r ^<100'' die Festigkeitsgrenze des besten Kupfers 
überschreiten würde, während thalsäclilich eine weit grössere Temperatur- 
differenz des inneren und äusseren Feuerkaateus zu erwarten sein wird, so 
ist zu schliessen, dass die Bolzen nur durch die Zähigkeit des Kupfers im 
Stande sind, jene Anstrengung zu ertragen, indem sie eine Deformation 
erfahren, die mehr in einer Streckung der ganzen Bolzen bei relativer Ver- 
schiebung ihrer Querschnitte, als in einer Biegung bestehen mag. Indem 
zugleich dieser Deformation eine dauernde Gnippimngsändemng der Moler 
küle entspricht, verliert um so mehr die obige auf den Elasticitätsgesetzen 
beruhende Berechnungs weise der Anstrengung ihre Berechtigung und ent- 
zieht sich dieselbe überhaupt einer rationellen Beurtheilung. EUne solche 
Gonstniction des Feuerkastens, bei der die Bolzen namentlich in den 
oberen Beihen nicht zu kurz ausfallen, bleibt aber rathsam, um ihrer Ab- 
scheerung durch die Ermoglichung grösserer Streckung vorzubeugen. Da 
übrigens die Seitenwände des inneren Feuerkastens zugleich in horizon- 
talem Sinne ausgedehnt, auch seine Decke, die Deckenbolzen tmd der 
Aussenkaiten in Mitleidenschaft gezogen werden , so ist das thatsächliche 
Verhalten eines solchen LocomoÜT-Feuerkastens im Betriebe ein so compli- 
drtes , dass über seine angemessene Construfilion in der Hauptsache die 
praktische Erfahrung entscheiden mnss. 

234- — Wenn es in irgend einem Falle sich zeigt, dass die CoefQ- 
oienten des Ausdruckes (646) von z bei Beschränkung auf eine gewisse 
endliche Zahl von Grliedem nicht den Bedingungen der betreffenden Auf- 
gabe gemäss bestimmt werden können, so kann es davon herrühren, dass 
entweder die Differentialgleichung (642) unter den gegebenen Umständen 
eine algebraische Entwickelung von e als ganze Fonctios von x und jf 
nicht zulässt , oder dass schon die jener Differentialgleichung selbst zu 
Grunde liegenden Annahmen mit den Bedingungen der Aufgabe unver- 
einbar sind. Mit einer für das praktische Bedürftiiss meistens ausreichenden 
Annäherung kann man dann bei der Wahl des Ausdruckes von e durch 
die Analogie mit anderen Fällen , besonders durch die Rücksicht auf die 
bekannten Formen, die der Ausdruck in gewbsen besonderen oder 6renz- 
fSIlen annehmen muss, sich leiten lassen. 

£s sei z, B. die Biegung und die Spannung einer am Rande 
ringsum eingeklemmten rechteckigen Platte bei gleich- 
förmiger Belastung mit p pro Flächeneinheit zu bestimmen. Die Seiten- 
längen der Platte seien = 2a und 26; die xy-'Eheae falle mit der Ebene 
des rechteckigen Umfanges der Mitteltläche so zusammen, dass die x-Axe 
die mit den Seiten 2a, die y-Aze die mit den Seiten 2& des Recht- 
eckes parallele Spametrieaie ist. Indem liier e eine solche Function von 
X und y sein muss, dass 
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ßr « = + 6 und jeden Werth von x:i „ i« „ , ^S 

~r } e=^ , — = und — ^ 

für x = + a und jeden Werth von y:I dx hy 

ist, wfirde aicli bei Voraussetzung des Ausdrackes (646) von e und bei 
Besctiränknng auf die Glieder bis zum sechsten Qrade zunächst 
auB der Bedingung: e=^0 für y = + 6 und jedes x ergeben; 

0+[8 — 8(C,4-D,)}6*+6((^— 2A)t*=0 

und ebenso aus der Bedingung: js = für a;=^ + und jedes y: 

i>-|-[8 — 3(C, + Di)]a»+6(i3,— 2C,)a* = 

JDi + 6(c;— 2i),)o*=o, A = o- 

somit ans beiden zusammen : 

G, = 2)j=-C, = i>, = 0; C = — 86»; D= — 8a*; 5=80^6* 

= |-^(«'-^OC&^-y') ■ • ■ (653), 

und dieselbe Gleichung würde sich ofienbar aus (646) auch bei Berück- 
sichtigung der Glieder von höherem als dem sechsten Grade ergeben 
haben, Ihr zufolge ist nun zrrar 

— = für y=: + & und jedes x, aber nicht für x=-^a und jedes y. 



Yollkommen würde diesen Bedingungen der Aufgabe entsprochen , wenn 
[a* — x*)^ und (i* — y*)' Factoren des Ausdnickea von z wären, und 
wenn deshalb als einfachste und der Form (653) möglichst sich an- 
schliessende Function von solcher Art : 

gesetzt wird, so lässt sich zugleich die Constante C so wählen, dass, wenn 
man eine der Dimensionen a , b ins Unendliche wachsen und damit die 
Platte in einen an nur zwei gegenüber liegenden Rändern eingeklemmten 
Flattenstreifen übergehen lässt, die bekannte Gleichung der elastischen 
Linie eines beiderseits eingeklemmten prismatischen Stabes aus jener Flächen- 
gleichung hervorgeht. Zu dem Ende muas nach der Bemerkung in Nr. 231 

für &:^oo und jeden endlichen Werth von y: g^~ ^ {a^ — x^)* 

für a=o!> und jeden endlichen Werth von x: * = "S" 'pTT (^* — ^*^* 
sein, wie es dann der Fall ist, wenn 

2 Eh' /■(o, b) 
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gesetzt wird, unter f(a,h) eine in Beziehnog auf a und auf h gleich 
gebildete Funedon verBtanden mit den Grenzwerthen ; 

lmf(a,b) = b* für A = ao 

und Um f {a, b) = a* für -=- = oo , 

während für endliche Werthe des YerbSltnisses der Dimeneionen a, b 
immer /'(Atd)^({* und !> M 9ein musB, da natürlich die Durchbiegung 
der Platte in der Mitte (a; = y = 0) : 

2 Eh^f{a,b) ^ 2 i;A» ^ 2 Eh'' 

n&mlich kleiner ist, als wenq die Platte nur an den einen od» den 
anderen gegenüber liegenden Rändern eingeklemmt wäre. Die einfachste 
Function- von eolcher Art ist : 

/•(a,6) = (a" + &-)^, z. B. = (a+5)*, (a' + fc^, «• + &*, 
entsprechend M=l 2 i. 

Die Kulässige Annahme von n wird aber eingeschiänkt doroh die 
ErwägODg, dass die Durchbiegung in der Mitte einer quadratischen solchen 
Platte (a = b): 

2'+» Eh' 
offenbar grösser ist, als die einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen 
Platte mit dem Badina a, dagegen kleiner, als Si^euige der im Falle von 
Nr. 232 befindlichen quadratischen Platte, wonach aus (596) und mit 
m=3 aus (660) sich die Bedingungen ei^eben: 

6 21+4 ^ 

lg2-^ ~^n^ lg2 

*^^ <„< ^^^ 

Ig6 — lg2 ^ ^ Ig2,2&~lg2 
oder 2,ö . . < n < 23,5 . . Die Annahmen n = t und H=2 sind 
dadurch als unzoläseig ausgeschlossen, und ist es taa einfachsten, ent- 
sprechend » =: 4 zu setzen : 

'-ysr 5I+6J ■ • • '""'■ 

wonach sich als grösste Durchbiegung für den Mittelpunkt der Platte 
ei^ebt : 



2 Eh^ o* + 6* 
und insbesondere ftlr die quadratische Platte : 3 



1 pa* 

~~'E^ 
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= — mal deijenigen einer un Rande eingeklemmt^a kreisfprmigen Platt« 
vom Radina a, 

= — derjenigen einer Platte , die nach Nr. 232 in quadratisch angeord- 
neten Funkten mit den Entfernungen 2 a eingeklemmt ist, 

= — deijenigen einer nur an zwei gegenfibcr liegenden im Abstände 
2a parallelen Rändern eingeklemmten Platte, 

:^ — deijenigen einer am Rande eingeklemmten kreisförmigen Platte, 

deren Radius = a V 2, deren Durchmeasei' also ^ der Diagonale 
der quadratischen Platte ist. 

Dass die durch solche Enrägungen gewonnene Gleichung (654) der 
gebogenen Mltteldfiche keinen wissenschaftlichen Werth hat, ist 
BelbstverBtändlich. In Ermangelung einer erschöpfenden und doch hin- 
länglich einfachen Theorie muss indessen der Constructeur sich oft mit 
Bolchen Vergleiehungen seiner vielfach noch weit complicirteren Probleme 
mit bekannten einfacheren Problemen begnügen, und ist die obige Unter- 
suchung nur als Beispiel des dabei Toreichtiger Weise einzuhaltenden 
BchritCrrelsen Vorgehens zu betrachten. 

235. — Was die Anstrengung der in voriger Nummer betrachteten 
Platte betriBt, so folgt aus (6S4) 

0=-4C(a'-8i>)(i.-j,«)>, |!£ = _4C(o'-i')>(i'-3j") 

ixdif 27 3 ' * 8 

d*. 

und dann für v=i^— ans (638) mit emi = emy = 0: 

maxei = 4(7a^&*A in den Mittelpunkten von DA und ^C, Fig. 69, 
»iar%=4Ca*ftäA „ „ „ „ AB „ CD, „ 

sowie ans (639): maxyt = -^Ca^b^h 

in vier symmetrisch gelegeneu Funkten der Diagonalen AC und SU, 
Fig. 69. 
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Die Maximale erthe von e^ und e^ sind HauptdeKnangen, weil eben- 
daselbst y^^O ist; wo aber y^ am gröasten ist, sind e^ und Cy s= und 
ist somit nach (640) die grlisste Dehnung daselbst 
1 8 a 8 6 

jedenfalls kleiner, als — des grosseren der beiden Maximalwerthe von e^ 

und Bj- Unter diesen Umständen ist ein wesentlich grösseres Maximum 
von e, als das grössere von Sx und Sy, in der ganzen Platte nicht zu 
erwarten. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung von C ergiebt sich schliesslich ; 

»»,(Ee.) = ^|ij,; ^(E^)^^^, . (665), 

WOZU nach (649) die absoluten Werthe von 

hinzuzufügen sind , wenn j)j und p^ solche Spannungen bedeuten , die 
event. von einer im Sinne der x-Axe reap. der p-Ane wirksamen Zug- 
kraft in der Platte verursacht werden. Ohne solche findet das 
absolute Maximum von e in den Mitten der längeren 
Plattenränder im Sinne der kürzeren statt, und ist ins- 
besondere für die quadratische Platte: 

nia3;(Ee) = -r^p (656). 

236. — In einem parallelepipedischen Kasten, dessen 
Kantenlängen ^ 2a, 2b und 2 C sind und dessen sechs Wände dio 
gleiche , im Vergleich mit a, b , c kleine Dicke h haben , befinde sich 
eine Flüssigkeit, die auf die Innenfläche des Kastens den speeifischen 
üeberdnick p ausübt. Dann ist fiir die zwei Wände mit den Dimensionen 
2 a und 2 b , wenn man annimmt , dass der Totaldruck auf jede Wand 
sich gleichförmig auf ihren Umfang vertheilt , indem er die angrenzenden 
vier Wände als Zugkraft in Anspruch nimmt : 

21 . 2c bc ac 

Ist tt > Ä , SO ist ^ > J>i und somit nach vorigei: Nummer : 

mschung der Buchstaben a, h, 

grösste Anstrengung berechnet 
niläche der Wand in der Mitte d 

einem würfelförmigen I 

/r- \ /»* — 1 I ß\ a 



Mit Vertauschung der Buchstaben a, h, c-kann hiemach für jede Kasten- 
wand die grösste Anstrengung berechnet werden ; sie findet immer statt an 
der Innenfläche der Wand in der Mitte der längeren Seiten ilires llmfanges. 
Bei einem würfelförmigen Kasten (a = b ^ c) 
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Wurde derselbe dnrch ein kngeUormiges Geföss (Radim =: r) von glmchem 
Inhalte I — 7cr^^^= Sa^j und gleicher Wanddicke h ersetzt, so wäre die 
Anstrengung seiner Wand nälierungsweiae nach (522) in Nr. 194 mit 

, 1 r 1 iYg a 

also nur — 1/ = 0|414 — so gross wie die der Wände des wiirfel- 

förraigen Kastens. 
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Fünfter abschnitt. 

Die Deformationsarbelt. 



237. — Unter der Deformationsarbeit A wird hier die Arbeit ver- 
standen , welche aufzuwenden ist, um einen Körper aus seinem urapröng- 
lichea Zustande der Nichtbelsstimg (resp. der blossen Belastung durch den 
Atmosphärendruck an setner ganzen Oberfläche) in einen gewissen Defor- 
mationszu stand zu versetzen. 'Sie ist die Summe der Deformationsarbeiteu 
dA aller unendlich kleinen Korperelemente ^ der Summe der Arbeiten, 
welche ihre Spannungen-, betrachtet als Kräfte, die auf ihre Oberflächen 
von der Umgebung ausgeübt werden, beim Uebergange des Körpers ans 
seinem ursprängtichen in den fraglichen Deformationszustand verrichten, 
wobei mit zunehmender Deformation auch jene Spannungen stetig von Null 
an wachsen. Unter der hier stets zu Grunde liegenden Voraussetzung 
einer vollkommen ölaatisehen, d. h. verhältnissmässig so kleinen Defor- 
mation , dass sie bei Beseitigung der Belastung vollkommen wieder ver- 
schwindet , repräsentirt die Deformation 9 orbejt ein ihr gleiches Arbeits- 
vermögen des deformirlcn Körpers = der Summe der Arbeiten , welche 
die Spannungen der Körperelemente, betrachtet jetzt als Kräfte, die sie 
an ihrer Oberfläche auf die Umgebung ausüben , bei der Rückkehr des 
Körpers in den ursprünglichen Zustand verrichten. 

Allgemein sei der Deformationszustand des auf rechtwinkelige Coordi- 
natenaxen der x, y, s bezogenen Körpers gegeben durch die Dehnungen 
nnd Schiebungen ; 

ex £y e, j-s Yy y^ 
nach den Richtungen der Axen in jedem Punkte x, y, s nebst den 
dadurch mit bestimmten entsprechenden Spannungen 

O» öy CTj T, Ty T, 

und es sei, unter y das ursprüngliche Körpervohimen verstanden, äV^ 
dx dy ds das ursprüngliche Volumen eines unendlich kleinen parallel- 
epipedischen Körperelements. Der einer Aendening von e^ um Se^ 
entsprechende Elemenlarbeslandtheil seiner Deform ationsarbeit ist dann 

= ffi dyds d(eidx) = a, dx dyds d£i^ = ax dVdex 
nnd sind ebenso die den Aenderungen Ssy und ds^ von Ey resp. e, ent- 

24" ., , 
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sprechenden Elementarbestandtheile seiner Deformationsarbeit ^ a^dVSBj 
und OidViet. Indem ferner mit Bezug auf die das Eörperelement dV 

darstellende Fig. 1, Seite 6, der Schiebung y, , d. i. der Aenderung (Ver- 
kleinerung oder Vergrösserung , jenachdem y^ positiv oder negativ ist) des 
ursprünglich rechten Winkels JiPC die Verschiebung y, f?!/ der Seilen- 
fläche P'B gegen PB' im Sinne PZ oder die Verscbiebung y^dz der 
Seitenfläche P'C gegen PC im Sinne PY entspricht, ist der einer 
Aenderung d/, von ^r. entsprechende Klementarbestandtheil der Defor- 
matioQsarbeit des Körperelementes 

= ttdzdxß(ytdy) = Xxdxdydz3yi, 1 

> ^= Txdv oyx 
= Txdxdy d (yids) = Txdxdydz dy^^ } 

und sind ebenso ZjdVdy^ und ixdVSy, die den Äenderungen öy^ nnd 
dy^ von yy resp. y^ enteprechenden Elementarbeslandtlieile. Somit ist die 
ganze Deformationsarbeit des Körperelementea : 

dÄ = dV/(a^de,,+ Oy3ey-i'a,de,-{-T,6yx + Tjdyy-j-T,dy,), 

wobei, jenaclidem 

<fi ffy Ci Ix Ty T, durch Ci By Cj /s /y ^i 

oder umgekehrt ausgedrückt werden, die Integrale zwischen den Grenzen 
und Bx, und Ey, und e,, upd y,, und y^, und y^ 
oder nnd (jj,i und ffy, und Oi, und t», und %, und Tj 
zu nehmen sind. Endlich ist die Deformationsarbeit des ganzen Körpers: 
A =/dV/(axde^ + OyScy + a^de,-{~Tx3yx + Ty^j-y + T.dy,) (657). 

Der zwischen den zwölf Grössen e, y, a, t stattfindende Zusammen- 
hang gestattet in jedem Falte , auch umgekehrt diese Grössen einzeln zu 
berechnen , wenn die Arbeit Ä und die Art der dadurch hervorgebrachten 
Deformation, also die Verhältnisse der Grössen e, y für alle Funkte des 
Körpers gegeben sind. 

238. — Ist der Körper isotrop, so ergiebt sich mit 

nach (53) in Nr. 22: 

axSsx-{-Oydej-\- a,öe. = 2G {ExdEx+ BySey+ e^5e^-^ ^^^ 

wegen Ssx + Se^ + (ie,^ 8 (e^ -|- % + «i) = 8e , 
ferner nach (54) daseibat: 

T» Jy. -\- '^!/Syy-{- T.i3yi = Q {yx6yx-{- VySyy-^ytäy-^, 
also nach' (657) durch Ausführung der Integration in Beziehung auf 
fix, 6y, £,, y^, yy, y,: 

A=Gf(ex'+By^^e,^ + ^^^^^^±yf±^)dV . (658) 
als Ausdruck der Deformationsarbeit durch die der- 
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Deformation des Körpers en tap reo henden Dehnnngen 
undSchiebungen. 

Ist nui' die Art der Deformation gegeben , so lassen sich die Grössen 
Cii Cyj *sj /xt Yyt Yi ^^ *^'® Punkte des Körpers durch eine dieser 
Grössen für einen Punkt des Körpers tiusdriicken ; sie sind also, wenn 
auch noch A gegeben ist , alle durch die Gleichung (658)' bestimmt, 
somit auch nach Gleicliung (30) in Nr. 13 die Hauptdehnungen für alle 
Körperpunktc und dadurch schliesslich die grösste Delmung e, welche 
durch die zur Deformation des Körpers verwendete Arbeit Ä in irgend 
einem seiner Punkte nach irgend einer Richtung hervorgerufen wird. 

239. — Um die Deformationsarbeit des isotropen 
Körpers durch die der Deformation entsprechenden 
Spannungen auezudrücken, ist in (657) nach (53) und (54) 
zu selben ; 

«x— ^(<f« - 1, £y — ^l<7y ■ ), 

E \ m J ^ EX" m / 

^=eV^ i^) 

1 1 1 

Indem damit (Jtdei-\- Oy dey-\- a.^St^= 

\ l + ».ä(0. + ,7,)|/ 

= ^=- 1 a,öa,-\~ayda«4~aidai — — <J (ffv ff/ + ff, u, -1- ff^ öv) I 
El- * I » *" i ,^ V y 1^ 1 « " I ^ jyj 

wird, ergiebt sich durch Ausführung der Integration nach a^, Oy, ffi, 
Ti, Ty, r»: 

■^-^^y^ + ^^^)^y ■ ■ ■ ■ (659). 

Ist nur die Art der Deformation resp. die Art der Einwirkung der 
die Arbeit Ä verrichtenden Kräfte gegeben , so lassen sich die Spannungen 
ffi, Oy, Ozi Txt %' ^i für alle Körperpunkte durch eine derselben für 
einen Punkt des Körpers ausdrücken , so dass , wenn auch noch A 
gegeben ist, alle durch die Gleichung (059) bestimmt sind, somit nach 
Nr. 6 die Hauptepannungen und damit schliesslich auch wieder die Haupt- 
dehnungen für alle Körperpunkte. 

240. — Diese Ausdrücke der Deformationsarbeit finden u. A. An- 
wendung zur Berechnung der Anstrengung, die ein Körper 
erleidet, wenn er von einem bewegten anderen Körper 
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geetosgflD wird. Auf denselben Grad von Zuverlässigkeit, wie die 
Berochnung der Anstrengung durch eine ruhige Belastung , kann solclie 
Rechnung freilich keinen Anspruch machen, und ist namentlich die Beur- 
theilung des zur Deformation des gestossenen Körpers 
verwendeten Theiles der lebendigen Kraft des stossen- 
den aus verschiedenen Gründen unsicher, wie die folgenden Ueberlegungen 
erkennen lassen. 

Wenn zwei freie Massen m und THi , die blosse Frogressivbewegungen 
haben (Bewegungen mit gleichen und gleich gerichteten Geschwindigkeiten 
aller Punkte) , so zusammentreffen , dass im Augenblicke der Berührung 
ihre Schwerpunkte in der Stosslinie (der gemeinschaftlichen Normalen . 
beider Körperoberflächen an der Berülimngsstelle) liegen (ce ntraler Stoss^ , 
'und wenn c und c, ihre anfanglichen Geschwindigkeitscomponenten im 
Sinue^ der^Stosslinie sind (die grössere und natürlich gegen die andere 
Masse hin gerichtete c absolut genommen , die kleinere c^ positiv oder 
negativ, jenachdem sie gleich oder entgegengesetzt gerichtet ist wie c), so 
ist nach bekannten Frincipien der Mechanik zu Ende der ersten Periode 
des Stosses, d. h. in dem Augenblicke, in welchem der gegenseitige 
Druck beider Körper am grössten geworden ist und beide dieselbe Ge- 
schwindigkeit 

mc-\~mjC, 
v== — ^-^ 

nach der Richtnng des Stosses (der Richtung von c) angenommen haben, . 
die lebendige Kraft 

als solche verloren gegangen und in inneres Arbeitsvermögen der beiden 
Körper umgesetzt, nämlich Im Allgemeinen theils zur Aenderung der 
Molekulargruppimng der Körper, theils zur Erzeugung von Molekularr 
bewegungen derselben (von Wärme) verwendet worden. Haben aber die 
Körper im Augenblicke des Zusammentreffens eine andere , als die eben 
vorausgesetzte den centralen Stoss charakterisirende relative Lage , haben 
sie femer nicht blosse Progressivbewegungen , oder sind sie gar nicht frei 
beweglich , so beziehen sich die Geschwindigkeiten c , C^ und v nur auf 
ihre der Berühningsstelie zunächst liegenden materiellen Punkte, und m, Mtj 
bedeuten dann die auf jene Stelle reducirten Körpermassen, die nach 
mechanischen Gesetzen rechnungsmässig aus den wahren Massen abzu- 
leiten sind. 

Was insbesondere den gestossenen Körper betrifft , so ist er in den 
hier in Betracht kommenden Fällen gewöhnlich vor dem Stosse in Ruhe 
(c, =: 0) und ausserdem so gestützt , dass die getroffene Stelle seiner Ober- 
fläche nicht ohne Deformation des Körpers ausweichen kann. Während 
dieselbe sich vollzieht , haben die verschiedenen Körperpunkte verschiedene 
Geschwindigkeiten , die von der getroffenen Stelle aus nach den Stütz- 
punkten hin abnehmen , und es bedeutet deshalb in den Formeln : 

■0 = -^— ; L = -—- — i-^^c» . . . (660) 
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Mtj die auf die Stelle des Stoases reduoirte Masse des 
gestossen en Körpers, als welche hier die Masse zu betracht«n ist, 
die, wean sie an dieser Stelle concentrirt wäre, zu Ende der ersten Stoss- 
periode dieselbe lebendige Kraft hätte , die alle Massen demente des Körpers 
zusammen in diesem Augenblicke thatsächlich besitzen. Hier nun tritt 
eine erste Schwierigkeit und Unsicherheit auf, indem es fraglich ist, wie 
weit in Folge der Fortpflanzungsgeschwindigkeit des empfangenen Impulses 
der Theil des gestossenen Körpers sich erstreckt, dessen Punkte während 
der kleinen Dauer der in Rede stehenden Stossperlode überhaupt eine 
Geschwindigkeit empfangen ; während es bei grossen Dimensionen des 
Körpers der Fall sein kann, dass der Impuls (die Gesohwindigkeits- 
mitthoilung) in der fraglichen Zeit gar nicht die Stützflächen erreicht, 
kann er bei kleineren sich durcli diese Flächen hindurch bis in die Wider- 
lager, die selbst elastische, mehr oder weniger oachgiebige Körper sind, 
hinein erstrecken. Wenn man dann in Ermangelung von Anhaltspunkten 
zu rationeller Berücksichtigung dieser Verhältnisse die reducirte Masse m, 
auf Grund der Annahme berechnet, dass der Geschwindigkeits- 
impuls in der ersten Stossperiode sich gerade nur bis 
zu den Stützpunkten erstreckt, und femer die Geschwin- 
digkeiten der einzelnen Funkte denjenigen Verrückungen 
proportional setzt, welche sie im Gleichgewichts- 
zustände durch eine äussere Kraft erleiden würden, die 
in Beziehung auf Angriffspunkt und Richtung mit dem 
durch den Stoss entwickelten Drucke gleichartig ist, 
so ist solche Berechnungsweise doch nur als Nothbehelf zu betrachten, 
und kann man dabei m^ zu gross oder zu klein finden , jeaachdem die 
Stelle des Stosses mehr oder weniger weit von den Stützflächen entfernt ist. 
Hätte das fest verbundene System der Widerlager eine unabänderliche 
eigene Progressivbewegung , während der von ihnen gestützte Körper durch 
den anderen gestossen wird , so würde sich nichts weiter ändern , als dass 
unter allen Gieschwindigkeiten- die relativen GasgIi windigkeiten gegen dieses 
System von Widerlagern zu verstehen wären. 

241. — Eine aweite Unsicherheit der hier in Rede stehenden Unter- 
suchungen betrifft den Yotlkommen heitsgrad des Stosses, d.h. 
die Wahl des Elasticitätscoefficienten X , welcher ang^ebt , ein wie grosser 
Theil ^= XL der in der ersten Periode des Stosses verlorenen lebendigen 
Kraft als solche in der zweiten Periode wiedergewonnen wird , somit am 
Ende des ganzen Stosses, d. h. zu Ende der gegenseitigen Einwirkung 
beider Körper auf einander ihnen als lebendige Kraft verbleibt und ins- 
besondere , was den gestützten gestossenen Körper betriSt , zu seiner 
elastischen Deformation mit verwendbar ist. Dieser Wiedergewinn an 
lebendiger Kraft (äusserer lebendiger Kraft im Gegensatze zu innerer 
oder lebendiger Kraft von Molekularbewegung , d. i. Wärme) in der zweiten 
Stossperiode kann nur von demjenigen Tlieile des Verlustes L herrühren, 
der am Ende der ersten Periode zu el as tischer Deformation der beiden 
Körper verwendet war, und es ist sein Verhältniss zu X, d. h. der 
Coefficient X abhängig vom Material, von der Gestalt und relativen Lage 
beider Körper beim Stosse sowie von der Energie des letzteren, bedingt 



byCoogle 



376 ^^° Defonnations arbeit. 

durch die Massen nnd Geschwindigkeiten ; in Ermangelung ausreichender 
Anhaltspunkte zu genauerer Beuttheilnng dieses Coefßcienteu thut man 
aber meistens am besten, ihn ^ Null, d. h. denStoes als un- 
elastisch anzunehmen. Denn wenn auch die Dauer der ersten 
Stossperiode in Folge der rerhältnissmässig grossen Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Impulses auereicht, um in allen Punkten beider Körper 
Gescliwindigkeitsanderungen von endliclier Grösse hervorzubringen , indem 
an der Sielte und im Sinne des Stosses ihre Geschwindigkeiten einander 
gleich = V werden , während die entspreclienden Geschwindigkeiten der 
fibrigen Punkte des gesCossenen Körpers durch seine Gestalt und Stützunge- 
weise , des stossenden durch seine Bewegungsart mit Rücksicht auf die 
wieder eingetretene relative Ruhe seiner sänuntlichen Punkte bestimmt sind, 
so ist diese Zeitdauer doch zu klein , als dass unterdessen alle Massen- 
clemente auch Orts Veränderungen von messbarer Grösse erfahren k&nnten. 
Die Wirkung der verlorenen lebendigen Kraft L beschrankt sich deshalb 
fast ausschliesslich auf die Erzeugung von Wärme (Moleknlarbewegungen) 
und von relativen VerrUckungen der materiellen Punkte in den der 
Berühi-ungsstelle zunächst liegenden Theilen beider Körper, deren Massen 
so klein sind, doss ihre Trägheitskräfte auch bei den sehr grossen 
Beschleunigungen bewältigt werden können, womit diese Verrückungen 
während der sehr kleinen Zeitdauer vor sich gehen müssen. Entsprechend 
den kleinen Räumen , über die sie sich erstrecken , sind sie dann aber 
selbst um so bedeutender , nur kleineren Theiles elastische , grösseren 
TheilcB bleibende Deformationen bedingend , insbesondere Verdichtungen 
der Körpcrsubstane zunächst der Berülirungsstelte, die in der folgenden 
zweiten Stossperiode nicht wieder rückgängig werden. 

Mit dieser Voraussetzung eines unelastischen Stosses vermeidet man 
zugleich eine Schwierigkeit, die darin besteht, dass anderen Falles im 
weitei'cn Verlaufe des Stosses die Körper sich trennen und deshalb noch 
nachfolgende Stösse in Betracht gezogen werden müssten , sofern nicht 
etwa der stossende Körper aufgefangen wird , bevor er einen neuen Stoss 
auszuüben Im Stande ist. Uebrlgens beschränkt sich natürlich der hier in 
Rede stehende Arbeitsverlust L auf einen Stoss im gewöhnlichen Sinne 
des Wortes , d. h. zwischen zwei ursprünglich von einander unabhängigen 
getrennten Körpern; er findet nicht statt, wenn dieselben, fest zusammen- 
hängend, gewissermaassen nur Tlieile eines einzigen Körpers sind, wie 
z. B. hei dem im weiteren Sinne auch so zu nennenden Stosse , den der 
Sehwnngring eines Schwungrades auf dessen Arme ausübt , wenn die Welle 
durch ein Hindcmiss plötzlich in ihrer Bewegung geliemmt wird. 

242. — Das als lebendige Kraft übrig gebliebene Arbeitsvermögen, 
nämlich nach (660) bei Voraussetzung eines ruhend gestützten gestossenen 
Körpers : 

ir=i-me>-i = -i.(«. + »^)«> = i-^^|^»« . (661) 

wird nun aber, indem beide Körper in gegenseitiger Berührung ihre Be- 
wegung fortsetzen, bis mit dem Eintritte momentaner Ruhe die grösste 
Deformation in ollen Theilen erreicht ist, nicht nur vom gestossenen 



.«t^üimlc 



Die DeformatdoiisaTbeit. 377 

Körper in sich aufgenommen, sondern auch von dessen Widerlagern sowie 
vom stossenden Körper , und in der zutreffenden Berücksichtigung dieser 
letzloren Antheile , die von W in Abzug zu bringen sind, um die gesuchte 
Deformationsarheit A des gestossenen Körpers zu erhalten , bestellt eine 
weitere Schwierigkeit des Rechnungsverfalirens. 

Die Deformation des stossenden Körpers entspricht dem 
Gleichgewichte zwischen den Trägheilskräften seiner Massenelemente und 
dem vom anderen Köiper ausgeübten Gegendrucke. Die dazu verwendete 
Arbeit kann zwar unter Umständen leicht ausgedi'ückt , indessen meistens 
als durch dag vernaciilassigte Arbeitsvermögen X L aufgewogen betrachtet 
werden , wenn der stossende Körper im Vergleich mit dem gestossenen 
klein ist. 

Grössere Schwierigkeit verursacht die Nacllgiebigkeit der 
Widerlager, die einen um so grösseren Theil der ganzen disponiblen 
Arbeit in sich aufnehmen, je grösser die Stützflächen und je weniger sie 
von der unmittelbar gestossenen Körperstelle entfernt sind, je kleiner über- 
haupt der gestossene Körper ist. Dieser Theil kann z. B. verhältniss- 
mässig gering sein bei einem langen Seile , das einerseits befestigt ist und 
andererseits stossweise belastet wird ; dagegen ist er bedeutend für ein auf 
einem Ambos als Widerlagskörper gehämmertes Arbeitsstück , ja vielleicht 
noch bedeutend für den als gestossenen Körper betrachteten Ambos in 
Beziehung auf sein Fundament , worauf er mit einer grossen Grund- 
fläche ruht. 

Die Schwierigkeit wächst , wenn die Widerlager , wie es streng 
genommen nöthig ist, im weitesten Sinne aufgefasst werden, in dem sie 
mit ihren eigenen Widerlagskörpern in letzter Reihe den ganzen Erdkörper 
umfassen. Um in diesem Sinne ihren Einfluss zu berücksichtigen , müsste 
man im Stande sein , das Gesetz zu ormitteln, nach welchem sich in Folge 
eines auf einen begrenzten Theil der Oberflache eines unbegrenzten Körpers 
ausgeübten Druckes die Spannungen im Inneren desselben verbreiten. > In 
Ermangelung solcher Kenntniss sieht man sich meistens genöthigt, den 
Einfluss der Nachgiebigkeit der Widerlager unberück- 
sichtigt zu lassen und sich mit der allgemeinen Bemerkung zu 
begnügen , dass dadureli die Anstrengung des gestossenen Körpers in einem 
nicht näher nachweisbaren Grado zu gross gefunden wird. 

243. — : Besondere Erwähnung verdient eine Stosswirkung, die darin 
besteht , dass ein Körper plötzlich der Einwirkung der ihn 
belastenden Kräfte überlassen wird, ohne dass dabei ein Stoss 
im gewöhnlichen Sinne stattfände , bei welchem zwei ursprünglich getrennte 
Körper mit einer gewissen relativen Nomialgeschwindigkolt zusammentreffen ; 
wenn vielmehr auch im vorliegenden Falle die Belastung des gegebenen 
Körpers durch einen anderen geschieht , so waren doch beide von Anfang 
an in gegenseitiger Berührung und relativer Ruhe, und es wird nur der 
belastende Körper plötzlich der Einwirkung der an ihm wirkenden Kräfte 
überlassen. Dieser Fall findet z. B. statt, wenn ein Gewicht, wodurch 
eine vertieal stehende Säule von oben belastet werden soll , in Berührung 
mit ihrer oberen Fläche plötzlich losgelassen wird , nachdem es bis dahin 
unabhängig von der Säule unterstützt war; oder wenn das eine Röhre 
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oder ein sonstiges ringsum gesell lossenea Crefäss ganz erfüllende Wasser, 
das anfangs nur vermöge Beines eigenen Gewichtes einen unwesentlichen 
Druck auf die Gefässwand ausübte, durch Oeflhung eines Sclüebers etc. 
pliitzlicli mit einer darüber stehenden Wassersäule in Communication ge- 
setzt wird u. s. w. 

In allen diesen Fällen ist die Anstrengung des belasteten 
Körpers doppelt so gross wie bei ruhiger Belastung durch 
dieselben Kräfte. Im Zustande ruhigen Gleichgewichtes ist nämlich 
der auf irgend einen Punkt der Körperoberflache ausgeübte Druck P der 
entsprechenden Verrückung j) des gedrückten Punktes im Sinne des Druckes 
proportional, falls die Deformation noch als elastisch gelten kann, so dass 



die der Deformationsarbeit A gleich ist. Bei plötzlicher Belastung wurde 

aber diese Arbeit dadurch geleistet , dass der Angriflspunkt einer coq- 

Btanten äusseren Kraft F^ den Weg p im Sinne von Pj durchlief, und 

Pö 
aus der Gleichung —~~^P^p ergieht sich sonach: P^2Pj, d. h, die 

ruhige Belastung doppelt so gross wie die derselben Deformationsarbeit 
entsprechende plötzlich zur Wirkung kommende Last. 

Kann der Körper, wenn die plötzlich beigestellte Belastung demnächst, 
andauert , dem empfangenen Antriebe frei folgen , so wird er in Schwin- 
gungen verseift , wobei seine Anstrengung in den äussersten L^en ab- 
w ec ha elungs weise = Null und eben doppelt so gross wie bei ruhiger 
Belastung (im Gleichgewichtszustände) ist. 



A. Arbeit zur Längenänderung eines stabfdrmigen Körpers. 

244. — Von technischem Interesse sind namentlich die Deformation^ 
arbeiten stabförmiger Körper, insbesondere die Auedrücke der zur Längen- 
änderung , zur Biegung oder zur Verdrehung gerader stabförmiger Körper 
aufzuwendenden Arbeiten. Hier handelt es sich um den ersten dieser 
Falte. — 

Wenn ein gerader stabförmiger Körper nach der Kichtung seiner 
Äxe, die als a;-Axe angenommen sei, gezogen oder gedrückt wird, so sind 
ausser a^ alle übrigen in Nr. 237 genannten Spannungen = Null. Mit 
tri = 0, ti = e und o = Ee, unter E den ElasticitäCsmodul nach der 
Axrichtung verstanden, hat man folglicli nach (667): 



A = ^f'dT=^Jc'ÜV . . . (662). 



Insbesondere für einen prismatischen Stab, der nur an den Enden 
von entgegengesetzt gleichen längs seiner Axe wirkenden Kräften an- 
gegriffen wird, sind c und a constant, ist also 

A=^r=^r (663). 
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Die Arbeit, die ein solcher Stab bis zu einer zugelasseoeD Dehnung oder 
Spanniing durch seine Delmungsarbeit in sich aufzimelimen vermag, ist 
seinem Volumen und übrigens dem Quadrat jener zugelassenen Dehnung 
oder Spannung proportional. 

Ist der prismatische Stab , dessen Länge = l , Querschnitt ^= F und 
specifische Masse ^ (^ sei , am einen Ende festgehalten , während er am 
anderen gestosaen wird, so ist seine auf letzteres reducirte Masse (Nr. 240); 

Wj =^ ■ — M, unter Jtf" seine wirkliche Masse verstanden. Denn die Ver- 
rückungen seiner Querschnitte sind im Gleichgewichtszustände des Stabes 
proportional ihren Entfernungen x vom festgehaltenen Ende, und wenn 
also diesen nach Nr. 240 auch die durch den Stoss empfangenen Ge- 
schwindigkeiten der Massenelemente proportional gesetzt werden, so ist die 
lebendige Kraft des in der Entfernung x vom gestützten Ende befindlichen 



Massenelementes fiFdx ebenso gross wie die einer Masse = -y^fiFäx, 
die sich am gestossenen Stabende befindet, somit 

m^=J^lAFdx=^^Fl = ^M . . (664). 

Wenn also der Sloss auf diesen Stab von einer ihn im Sinne seiner Äxe 
mit der Geschwindigkeit c treffenden Masse m ausgeübt würde , so wäre 
nach (661): 



,+\m 



die zur Deformation theils des Stabes selbst, theils seines Widerlagers am 
gestützten Ende verwendbar bleibende Arbeit, falls der Stoss Ms nur in 
solchem Grade elastisch vorausgesetzt werden dürfte , dass der stossende 
Körper durch seine Deformation die ganze Arbeit 

Jl£ = A o '"^^r C" «««'' (660) 

2 ^m-^M ^ ' 

in sich aufnehmen kann, um welche in jenem Ausdrucke von TF^, indem 
er einen ganz unelastischen Stoas voraussetzt, der Arbeitsverlust (die in 
Wärme und bleibende Molekulararbeit verwandelte lebendige Kraft) zu gross 
gerechnet wurde. 

Uebrigens kann auch die Deformationsarbeit des stossenden Körpers 
leicht ausgedrückt werden , wenn er ebenso wie der andere ' prismatiecli 
und im Sinne seiner (mit der dieses anderen zusammenfallenden) Axe in 
Bewegung ist. Denn dann nimmt im Zustande seiner grossten Defor- 
mation, wobei wegen relativer Ruhe seiner Massenelemente deren Ver- 
zögerungen gleich gross sind, seine specifische Zusammendrückung propor- 
tional dem Abstände x von der freien Hinterfläclie bis zur aufstossenden 
Vorderfläohe zu, und wenn an dieser die (hier negative) Dehnung mit c 
und die entsprechende (gleichfalls negative) Spannung mit ff bezeichnet 

^Fdxi 
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d. i, nach (663) ^/j so gross, als ob die grösste Ziiaammendriickimg 
dieses stossendcD prismatischen Körpers gleich massig in seiner ganzen 
Länge stattfände. Indem das Product Fa der gegenseitige Druck zwischen 
beiden Körpern bei ihrer grössten Deformation und somit = dem ent- 
sprechenden (hier aber auf alle Querschnitte sich beziehendeo) Product für 
den gestoBsenen Körper ist , ergiebt sich , -wenn für letzteren znm Unter- 
schiede die Grössen E, F, l, V, A mit Et, F^, l^, V^, A^ bezeichnet 
werden, das Yerhältmiss der Deformationsarbeiten beider: 

A, 6EF^ ■ 2£,^i« ~ 3EF ' E,F^ "3 E F l^ ^ ^' 

245. — Bei variablem Querschnitte F des an den Enden 

' von entgegengesetzt gleichen Kräften axial angegriSenen stabförmigen Kör- 
pers sind aucli e und a von einem zum anderen Querschnitte veränder- 
lich und zwar demselben umgekehrt proportional: 

-1 — ^ — ^ 

unter e^ und Of, die Werthe von e und a im Querschnitte i^u verstanden. 
Mit äV=Fdx ist dann nach (662) die Deformationsarbeit: 

.=^^../$=|^^../f . . . (ea,), 

wobei die Integrale über die ganze Länge l des Körpers auszudehnen sind. 
Ist insbesondere F eine ganze algebraische Function zweiten Grades 
des Abstandes x von einem in der Axe angenommenen festen Punkte: 

F=a-]-bx-\-cx^, 
unter welcher Voraussetzung alle Umdrehungskörper, entstanden 
durch Umdrehung einer von einer Linie zweiten Grades 
begrenzten ebenen Fläche um eine ihrerHauptaxen, sowie 
auch namentlich alle Prismoide begriffen sind, d. h. Körper, die da- 
durch entstanden gedacht werden können , dasa ein veränderliches ebenes 
Vieleck so , dass seine Eckpunkte in beliebigen Geraden bleiben, parallel 
einer Ebene sich fortbewegt, so ist, jenachdem 

J=iac — h^ 
positiv oder negativ 



f 2 / , b-\-2cl , b ^ 

—j^ I arctg — ~= arm -t= 1 

\V—J V6-f|/_^+2c? b^V- 






Die Constanfen a, h, c , J können dabei durch die Endflächen F^^ , Fy 
und durch den mittleren Querschnitt F ausgedrückt werden. Wird näm- 
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lieh X VOQ der Endfläche F^ ans gerechnet, eo sind jf^^, F und F^ die 
den Entfernungen x^ü) -^ und l entsprechenden Querschnitte, ist also 

a = F^, a^l^-\-c~ = F, a-\-hl-\-cl^ = F^, 
a — i'q, — ■ — j j c — ^ T^ 1 



(669). 

2.nFaF^—{iF—Fo — F^)^ . . ) 



Zh den Prismoiden gehören u. Ä. die pyramidalen Körper; 
für solche ist : 

Das dann zunächst in der unbestimmten Form — erscheinende Int^;ral 
(668) ergiebt sich nach bekannter Methode: 
fäx_ l 

übrigens auch unmittelbar daraus, daas, wenn Fq die kleinere Endfläche 
und h ihre Entfernung von der (idealen) Spitze oder die Höhe der Er- 
g^nzungspyramide b^eutet^ ein beliebiger Querschnitt: 

und somit 



rdx_h^ f_ 



' (h+x)' 
_ l h _l 

ist. Damit wird nach (667) : 



^'V§- 




Mit F^ als kleinerer Endfläche sind e^ und a^ die grössten Werthe 
von e und a , also maassgehend für die Arboitsgrösse , die der Körper 
durch seine Ausdehnung oder Zusammen drückung ohne Gefahr einer über- 
mässigen Anstrengung in sich aufnehmen kann, und man erkennt aus der 
Vergleichung von (670) mit (G63), dass mit Rücksicht hierauf die Zugabe 
an Masse, nämlich die Vergriisserung des Querschnittes nach dem andei'en 
Ende hin nicht nur unnütz, sondern sogar schädlich sein würde, indem jl 
bei gleichen Werthen von l und e^ im Verhältnisse VF^ '• vF^ kleiner 
wäre, als bei constantem Querschnitte Fq. 

In gewissem Sinne gehört hierher auch der Fall eines Widerlagers 
von unbegrenzter Ausdehnung, gegen das sich ein gestossener Körper 
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stutzt, z. B. der AmboB eines Dampf hammera resp. das Holzfundament 
desselben g^en den Erdboden. Id solchem Falle erstreckt sieb die Stoss- 
wirkung auf einen Thcil des Widerlagikörpers von anbestimmter Länge 
(Höhe) / , dessen Querschnitt von der Stutzfläche F^ ans nach irgend 
einem Gesetze bis F^ zunimmt. N^immt man an, dieser Eörpertheil habe 
eine pyramidale Form , nnd bezeichnet mit h die Höhe der Ergänzungs- 
pyramide, so ist 

ist. Würde also dieser Eörpertheil nur comprimirt, so vräre nach (670): 



die von ihm aufgenommene Arbeit , und wenn auch in Wirklichkeit hier 
die Deformation nicht ohne Verschiebungen stattfinden kann , so ist doch 
durch solche Betrachtung wenigstens ersiclitlicher geworden, wie es zugeht, 
dass eine unendlich grosse Widerlagsmosse nur eine endliche Arbeit in 
sich aufnimmt, obsehon die Stützfläche eine Verrnckung von endlicher 
Grösse erleidet, — 

Ist fi die spccilische Masse des Körpers , der mit der Endfläche F^ 
gestütsst und an der anderen Fq gestossen wird, so ei^ebt sich seine auf 
letztere Endfläche reducirte Masse m^ nach Nr. 240 durch die Erwägung, 
dass die Geschwindigkeiten, welche die in den Entfemungen x und l von 
Fj liegenden Querschnitte F und Fq durch den Stoss empfangen , sofern 
sie ihren Verriickungen im Gleichgewichtszustande des deformirten Körpers 
proportional gesetzt werden, sich 





Danach ist mit den Bezeichnungen : 






Insbesondere für den pyramidalen Körper ist nach Obigem: 

X X l ^_\/^ 

; V F' 



1 /* -f /" a J 1 7^ 7 

also % = ~jj^ I x' dx ^ — (i F^l , 

nach (C64) ebenso gross wie für einen prismatischen Körper von gleicher 
Länge l und vom Querschnitte F^. Die Masse des pyramidalen Kör- 
pers ist 
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nud deshalb auch : 



246. — AU Beispiel der Anstrengung eines stabformigen Körpers 
dorcb seine Dehnungsarbeit werde die Spannung eines Förder- 
seiles beim Anlassen der Maschine betrachtet. Wenn näm- 
lich, nachdem das Förderseil eines Schachtes oder einer Strecke an das 
ruhende Fördoigefäss angeschlagen resp. der beladene Wagen auf die am 
Seile beständig befestigte Förderschale aufgefahren ist , die Maschine an- 
gelassen wird, so stellt sich in dem Anfangs schlaffen Seile eine schnell, 
aber stetig wachsende Spannung her , die denmächst wieder abnimmt und 
nach einer Reihe von Spannungsoscillationen mehr und mehr die dem Zu- 
stande ruhiger Belastung entsprechende G-rösse dauernd annimmt. Der 
Vorgang ist nicht einem StoBse im gewöhnüelien Sinne sni fergleichen, 
und es ergiebt sich vielmehr die Maximalspannung am deutlichsten durch 
die folgende Ueberlegong, hei der mit 

P 

— die in Bewegung zu setzende träge Masse, 

P^ der Widerstand im Beharrungszustande (bei einem seigeren Schachte 
=^ dem Gewichte P der belasteten Fürderschale, sonst aber <P), 
c die Peripheriegeschwindigkeit der Seiltrommel, 
l die Länge, F der Quersclmitt, _E der Elasticitätsmodul des Seiles 
bezeichnet sei. Nach der Zeit t, von dem Äugenblicke an gerechnet, in 
welchem das Seil- gerade gestreckt, aber noch nicht gespannt ist (abgesehen 
von seinem eigenen Gewichte , das überhaupt hierbei einstweilen ausser 
Betracht bleiben soll), habe das Fördei^eföss den Weg s zurückgelegt und 
sei die totale Spannung des Seiles = S geworden ; dann ist : 

9 dt^ _ * 

In demselben Augenblicke hat sich das Seil um et — S verlängert und 
ist deshalb : 

S='l^EF='-i^P, wenn l = ~- ■ (673) 

gesetzt wird ; dieses X ist die der Zugkraft P entsprechende Verlängerung 
des Seiles. Hiemach ist auch : 

1 d^s _ ct — s .fi 

g df^~ l P 

oder 

|i = i(.,_,_y,w.nni.=5l, = Si. (874) 

= der der Zugkraft P^ entsprechenden Verlängerung des Seiles ge- 
setzt wird. 
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Setzt man zur lDt«gratioii dieser DißereDtinlgleichung : 



I folgt 



df l dt'~ l' 



mit dem bekannten Integral: 

^=«™('l4)+»-('Ki> 

unter a und h n&her zu bestimmende Constante verstanden, abo 

8 = c«— Jl, y=ct~}i,-\-Asin(tyj-\-\-Bm{iy^^ 

mit A^ — — a und B^= b. Daraus folgt : 

und aind die Constanten Ä , S dadurch bestimmt, daas 

^r ^ äs „ 

t = ~, S = 0, 37 = 

c dt 

zusammengehörige Werthe sein mUesen, weil die Bewegung des Förder- 
gefasses iii dem AngeBblicke beginnt, in welchem das Seil die totale 
Spannung P^ erlangt und somit um ilj sich gestreclct hat. Mit der ab- 
gekürzten Bezeichnung 

müssen also A. und S den Gleichungen entsprechen : 
Asina-\~Scosa = 

Acosa — IBsina = — et/ — , 
_ ?_ 

worans A^= — cl' — cosa und B = cl/ — sin a , 

'9 '9 

somit s^ct — l, ~ cy —\sin (ty -j-J cos a — cosity ^) sin a | 

folgt, und dann nach (673) mit Einsetzung des Werthes von a: 

Das Maxiraum der Seilspannnng S tritt hiernach periodisch ein , so 
oft: der Sintis = 1 wird, also nach den Zeilen : 
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( = i + (4»+l)^j/i;ml»=0 



Die dabei anssor Acht gebliebenen Neben widerstände haben freilich zur 
Folge , dass thataäclilich diese MaKJmalspaanungen , immer kleiner werdend, 
sich der Grenze P^ nähern, doch sind sie für das erste Maximum , n^=0 
entsprechend , noch unerheblich , so dass dieses absolute und für die 
Anstrengung des Seiles maassgebende Maximum von S als hinlänglich 
genau durch (676) bestimmt zu betrachten ist. Bis zum Eintritte dieser 
grüsstea Spannung hat das Seil nach (663) die Arbeit : 



2E 2EF 

in sich aufgenommen, oder mit RiickBicht auf (C73) und (676) die Arbeit: 

-^=^(^+71r)" ■ ■ ■ -'• 

Bei horizontaler Streckenf örderung sind i\ und X^ ver- 
hältnissm&sBig klein, und ist also 

A nur wenig > P -— - . 

■ig 

Für einen seigeren Schacht dagegen als den ungünstigsten Fall ist 
P^=P, K = l, also: 



-vO+7k)"=^(^+"^1+w) 



^ = ' + ^-+^KI 



EF 
Fl 



(678). 



Der Ueberschuss der beim Anlassen der Maschine 
grösBten über die dem Beharrungszustande entsprechende 
Seilspannung ist proportional der Cresch windigkeit, 
mit der die Maschine angelassen wird, und umgekehrt 
proportional der Quadratwurzel aus der Seillänge. 

Um noch das hei vorstehender Rechnung ausser Betracht gebliebene 
Seilgewicht ^ pl nachträglich wenigstens als dauernde Belastung 
im Falle des seigeren Schachtes zu benickaichtigen , ist S um pl und 
analog (665) 

.lun (Pl'-'n' pj_P'l' 
^°» 6_E ^'-SEF 
ZU vergrössern , da es sich hier wie dort um eine proportional der Ent- 
fernung vom einen (hier dem oberen) bis zum anderen Ende wachsende 
Spannimg handelt. Die mit Rücksicht hierauf corrigirte grösste Seil- 
spannung ist nach (678): 



. Diul Peitigki 
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lind kann darin für Seile von Stahl - oder Eisendraht , bestehend aue 
n Drähten von d Millimeter Durchmeaser, daa Eigengewicht pro 1 Meter 
Länge : 

p = 0,0075 nrfä Kgr. 

gesetzt werden. Der Elasticitätsmodnl E ist hier etwas kleiner, als für 
einen mossiveD Stahl- oder Eisengtab , da die Dehnung des Seiles, indem 
sie zum Theil dadurch vemreacht wird, dass die gewundenen Drähte 
mehr gerade gestreckt werden , etwas grösser ist , als für einen massiven 

Stab von gleichem Querschnitte F^ "T**'^' Quadratmillimeter. Setzt 

man etwa 

ÄF. = —^nd' = 1296 «d» = (36)s nd^, 

mh g^^9,Bl entsprechend £^ 16190 Kgr. pro Quadratmillim-, d. i. etwa 
0,8 des einem einzelnen geraden Stahl - oder Eisendrahte zakommeuden 
Werthea, so wird 

welchem die 

Seilspanaung beim Anlassen der Maschine grösser als bei ruhiger Be- 
lastung ist: 

-,^ = 1+ , ""'' . . . (679). 

Erfahrungemässig ist ^e Zugfestigkeit eJaes Seiles von gutem und 
ung^lühtem 

GusBStahldralit = 90 nd^ Kgr. 

Etsendraht ;:= 45 nd^ Kgr. 
anzunehmen , so dass bei zehn - bis sechsfacher Sicherheit für mhige 



Belastong 



des Gnssstahldrahtseiles : £ =; 9 bis 15 
des Eisendrahfaoiles : A ^ 4,5 bis 7,6 



gesetzt werden kann. Ersteres gestattet somit ein halb so grosses Seil- 
gewicht und eine im Verhältnisse y 2 : 1 grossere Feripheriegesch windig- 
keit c der Seiltrommel beim Anlassen der Maschine, als das Eisendrahtseil, 
wenn die Seilspannung des Beharrungssustandes und das Maximum der- 
selben beim Anheben der Förderschale in beiden Fällen dieselben Ver- 
hältnisse zur Zugfestigkeit haben sollen. 

Schliesslich ist zu bemerken , dass ein elastisches Verbin- 
dungsglied zwischen FördergefSss und Seil (Stahlfeder oder 
Kautselutkpnffer) von solchen Dimensionen , dass es um ebenso viel durch- 
gebogen resp. zusammengedrückt wie eine Seillänge = l^^ bei gleicher 
Betastung ausgedehnt wird, dieselbe (die Anstrengung beim Anheben ver- 
mindernde) Wirkung hat, als ob das Förderseil um l^ Meter länger, als 
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es ivirklich ist, mit dieser Länge aber gewiclitalos wäre. In den Aus- 
drücken (673) und (674) von X imd A-, ist also -dann ? + /, Pix l, statt 
der Gleichung (679) aber zu setzen : 



247. — Ein Dampf liaramer habe das Gewicht Q und werde 
als ein prismatischer Körper vorausgesetzt mit dem Querschnitte F und 
der Länge l ; der Elasticitätsmodul sei = E. 

Der Ambos (die Chabotte) sei von pyramidaler Form; obere 
(kleinere) Endfläche = F^, untere = Fi, Höhe = ?j , Gewicht = Q^, 
ElftBticilätemodnl = E^. Er rahe auf einer IIo Izun ter läge, die auf 
der Basis F^ in der Höbe l^ prismatisch aufgebaut ist; das Gewicht dieses 
Holzkörpers sei =; Q^ > ^^^ Elasticitätsmodul =^ E^ nach der Richtung 
^ , d. h. normal gegen die Faserrichtung der horizontal liegenden Balken. 

Gesucht wird der auf den Ambos, die Unterlage und 
den Erdboden ausgeübte Druck beim Niederfallen des Hammers 
von der Höhe h , gerechnet bis zur oberen Fläche des durch den Sc)ilag 
zusammengedrückten, auf dem Ambos liegenden Arbeitsstückes. 

Nimmt man an, dass der Stoss im engeren Sinne nur zwischen 
Hammer und Ambus stattfindet , dass also in dem Augenblicke, in welchem 
die Geschwindigkeiten aller horizontalen Schichten des Hammers bis auf 
die Gescliwindigkeit reducirt worden sind , welche die oberste Ambossehiclit 
gleichzeitig erlangt hat , der Geschwindigkeitsimpuls sich nur gerade durch 
den Ambos hindurch bis zu seiner Grundfläche F^ erstreckt , so ist bei 
Voraussetzung eines unelastischen Stosses, welche Voraussetzung besonders 
bei dem Vorhandensein eines den Schlag unmittelbar empfangenden weichen 
Arbeitsstückes zutrifft, das nacli Abzug des Verlustes L (660) als leben- 
dige Kraft übrig bleibende Arbeitsvermögen nach (661) und (672) 

O , 0, c^ , 

9 ^ ^ ^^ g ' 2g 

W= ^ ^\ h mit q= ■fi= . (681). 

Während die Arbeit L vorzugsweise zu bleibender Deformation (und Er- 
. wännnng) des Arbeitsstückes verbraucht wurde , comprimirt die Arbeit W 
den Hanuner, den Ambos, die Holzunferlage und bis zu gewisser Tiefe 
anch den Erdkörper j von dieser letzteren Wirkung werde indessen in 
Ermangelung genügender Anhaltspunkte zu ihrer Beurtheilung abstrahirt. 
Sind dann A , A^ und Ä^ die von den drei erstgenannten Körpern im 
Augenblicke grösster Compression aufgenommenen Deformationsarbeiten, 
und ist dabei P der ihnen entsprechende Druck in allen Horizontalschnitten 
von der Basis der Holzunterlage bis zur oberen Ambosfläche (von hier bis 
zum oberen Ende des Hammers nimmt der Druck allmählich bis KuU ab), 
so einlebt sich 
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beziehungsweiae nach (665) (670) (663) 

und hat man also für P die Gleichung 






Die Arbeit der Schwerkraft (<3+öi+*?s)' ^^ ^^^ mi' <ier Com- 
pression verbuAdenen Senkung des gemeinaamen Schwerpunktes aller drei 
Körper entspricht, kann ohne Zweifel als reichlich aufgewogen betrachtet 
werden durch die vemachläasigte Arbeit , die zur Compression und Er- 
schütterung des Erdbodens verwendet wird , und welche trotzdem zur Folge 
haben kann, dass P durch Gleichuug (682) noch wesentlich za gross 
gefunden wird. Uebrigens ist natürlich der gesuchte Maumaldruck auf 
die Holzunterlage noch um Q^ , auf den Erdboden nm Qj -\- Q^ (als den 
schon vor dem Hammerschlage v( - handen gewesenen Druck) grösser als P. 

Bei gegebenen Verhältnissen von ly\, l^, F, F^, Pi, F, ist P 
proportional yQh. 



B. Biegungsarbeit stabfärmiger KSrper. 

t ß 4t fi^ 248- — Ein gerader stabfdnniger Korper sei auf irgend eine 

M- rtsti^'Weise gestützt oder eingeklemmt und durch äussere Kräfte belastet, deren 

J -ri^ltj Richtungslinien die als x-Axe angenommene Stabaxe schneiden. Bei 

Sw»-' f ' Vernachlässigung der Schubkräfte und der durch die unmittelbare Wirkung 

• des Druckes auf die Oberfläche bedingten Fressung sind dann wieder 

ausser a^ alle übrigen in Nr. 237 genannten Spannungen = Null, und 

erhält man wie in Nr. 244 mit 0^=0, Ci==e und a^Ee die der 

Biegung entsprechende Deformationsarbeit: 

'^ = TeI°'''^ ""'^'- 

Wenn insbesondere die Richtungslinien der äusseren 
Kräfte in einer Symmetrieebene desKörpers liegen und 
die Stabaxe rechtwinkelig schneiden, so ist, unter 
M das Spann ungamoment ^ dem Moment der äusseren Kräfte, 
J das Trägheitsmoment eines Querschnittes in Bezug auf die Biegungsaxe, 
dF einen im Abstände i^ mit der letzteren parallelen Plächenstreifea 
des Querschnittes 

verstanden, mit dV=dFdx und a= — jJ- nach Gleichung (81); 

das Integral auf die ganze Länge des Stabes bezogen. 

In der Regel handelt es sich um die Biegnngsarbeit , die einer 
gegebenen Maximalspannung = k entspricht, während nur die 
Art der Belastung (die Angriffsweise und das Grössenverhältniss der 
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äusseren Kräfte) gegeben ist. Durch eine der Süsseren Kräfte ^ P 

Me 
lassen sich dann alle übrigen und somit auch ]i=i max — ^j untere den 

gröBBten Absolntwerth von i^ für den betreffenden Querschnitt verstanden, 
ausdrücken, wonach durch Elimination von P die Biegungsarbeit A gefunden 
wird als Function von It und den Elementen, durch die daa Material und 
die Dimensionen , sowie die Art der Stützung resp. Einklemmung und der 
Belastung des Stabes gegeben sind. 

249. — Erfährt det Stab nur an einer Stelle C einen 
äusseren Druck, z. B. in Folge eines transversalen JStosses, so kann 
man bemerken , dass die elementare Biegungearbeit 3A , die dem unendlich 

kleinen Zuwachs Sp der Durchbiegung p bei C entspriclit , natürlich der 
Arbeit PSp des der augenblicklichen Durchbiegung p im Gleichgewichts- 
zustände entsprechenden äusseren Druckes P gleich sein muss , und indem 
nach den betreffenden G-esetzen des zweiten Abschnittes (unter Ä, 11, 
Biegungselasticitat) p und P, P und Ti in bekannten Verhaltnissen ein- 
ander proportional sind, erhält man. sofort auch 

A = fPip in bekanntem Yerhältnisse proporlional J'. 

Insbesondere für einen prismatischen Stab (Querschnitt ^ P, 
Länge ^ l) ist p ein Ausdruck von der Form : 
p 

, = «^Z», somit A=|i/Pdp = «|^ 



«JS hi.TS Z.i 



J 

" 2SJ ß^Pe^ ~ 2E ß' e* 
oder endlich mit .T=yFe'* und J7=r F: 



Dabei sind die CoefScienten a und ß von der Stützungsart des 
Stabes und von der Angriffsstelle des äusseren Druckes abhängig, während 
y durch die Querschnittsform bestimmt ist. 

Ist z. B. der Stab am einen Ende befestigt, am anderen, 
freien Ende angegriffen, so ist nach Nf. 50: 

1 « . , " 1 



ist er 


be 


der 


seit! 


gestützt und i 


n den Entfern 


unge 


von 


den 


Slü 


tzen 


angegr 


ffen, so 


ist nach Nr. 


61: 
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1 o'!)' 
3 !' ' 


^=4 
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.ibiGoogle 



390 I*ie DeformatJonsarbeit. 

für jedes VerhältnisB -=-; ist er beiderseits unter den Rich- 
tungswinkeln ^ Null eingeklemmt nnd in den Ab- 
Btänden a, h von den Enden angegriffen, so i£t, ^enn 
a^b iat , nach Nr, 67 ; 

1 g»6 ' 

"" 3 l^ ' 
Was y betrifft, so ist z. B. 

für den rechteckigen Querschnitt: y = — , 

für den kreisförmigen oder elliptischen Querschnitt; y = -—, 
für den ringförmigen Querschnitt (rj innerer, r äusserer Radius): 






250. — Wenn die Arme eines Zahnrades oder Schwung- 
rades nach Nr. 75 so gestaltet sind, dass bei relativer Verdrehimg des 
Radkranzes gegen die Nabe die Masimabpannung in beiden Endquer- 
schnitten jedes Armes gleich gross ist, so sei die Biegungaarbeit 
:= ^ zu bestimmen, die ein solcher Arm bei gegebenen 
Dimensionen bis zur Maximalspannung k in sich auf- 
nehmen kann. 

Unter Beibehaltung der Buchstabenbezeichnungen von Nr. 75 ist mit 
Bezug auf Fig. 27 

der Winkel B.CB = — ß, 



ß=-(A) 



2(l-»)-(l + »)/«- 



^ [{l~n){3n-l)-2nHn^y-^~n(l -n»~2nln—\ 



L(l-«)(3..-l)-2»'!«iJi + (l-»)(3«--l)-«(l-»>) 

oder wegen 

(1— «)(3«—l)~«(l- »*) = (! —»){2tt — l— »') = -(!— n)» 

PI 
und -~(Ä)= ■■ ■ -V - nach Nr. 75, 
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anter P hier (statt — in Nr. 75) die den einzelnen Arm biegende, bei 

S im Sinne des Umfanges wirkende Kraft verstanden, ferner mit den 
Bezeichnungen : 

/■(») = 2(1 -»)-(! + «)!» -i- 
imd (p(«) = (l — »)(3»— 1) — 2n'ln — ; 

PI' m . 



uud die Biegungsftrbeit eiDes Ärmea =^ der Arbeit , die dem 
S^B^p dea Angriffspunktes jener biegenden Kratl bei ihrem ati 
Wachsen von Null bis P entspricht, 



1 =fPip = - 



(' + »)/•(»■) 



:(l + n')Kr lip{n) — a{l—n)' 



Indem aber der Maximalepannung ^ nach (177) die Kraft 
h J 



P={l+n') 



l e 



mlsprieht , ist scMiesstich mit J :=; yFe^ ■• 

(' + »)>•(») 



iE e' ^'^"' i,p(») — 0(1— »)' 

Ist z. B. das Veijüngungsverhältniss m = 0,7 -^ 

fiir l = 2,68a 3,96ß nach (175), 

60 ergiebt sich ans (685) : A = 0,439 0,453 . —^ yFl. 

Im Durchschnitt kann geeetit werden : 



nnd mit y = — i\ii Arme von rechteckigem Querschnitte 



(687). 



251. — Ist der Stab ala ein Körper von gleichem Wide 
Stande (Nr. 76) gestaltet, ist nämlich 
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Me 

-ir='' 

iüx aOe Qaerachnitte gleich, so ist nach (683) mit J=-fFe^\ 

also imablmngig toq der Art der Unterstütznng und Belastung bei 
gegebener Querschnitta form proportional demVolumen. 
So kÖDDen z. B. zwei Stahlfedern mit rechteckigen Querschnittea , von 
denen die eine nach Nr. 77 (Fig> 29) als paraboliache , die andere nacli 
Nr. 78 als Dreiecksfeder gestaltet ist, bei gleichem Volumen V und 
gegebener Maxtmalspannnng k dieselbe Arbeit A in sich aufnehmen, 

und zwar mit y = — : 



insbeeondere mit & = 6000 und £=2 000 000: 

A^SV Centimeter- Kilogramm, 
falls V in Cubikcentimetem ausgedrückt ist. 

Ebenso wie die Dreiecksfeder verhält sicli auch eine aus mehreren 
auf einander gelegtes und in der Mitte durch eine Fassung zusammen- 
gehaltenen Stahlschicnen gebildete Schichtfeder {Nr. 78), wie sie bei 
Eisenbahnfahrzeugen gebräuchlich sind , und ist es dabei hinsichtlich der 
bis zu gegebener Masimalspannung aufzunehmenden Biegungsarbeit einerlei, 
ob eine solche Feder bei gegebenem Volumen länger oder kürzer, aus 
vielen diinneren oder aus wenigen dickeren Schichten zusammengesetzt, ob 
sie also nach Nr, 78 mehr oder weniger biegsam ist. 

252. — Wenn auf den geraden stabformigen Körper ein S t o s s 
ausgeübt wird durch eine Masse m , die ihn senkrecht zur Axe mit der 
Geschwindigkeit c tnSt, so ist zur Berechnung des Arbeitsvermögens 

2 MI+Wj 

das nach (661) bei Voraussetzung eines unelastischen Stosses übrig bleibt 
und vorzugsweise zur Biegung des gelroffenen Stabes verwendet wird , die 
Kenntniss seiner auf den Stosspunkt reducirten Masse nt^ 
erforderlich. Dieselbe ist nach der Annahme in Nr. 240 ; 






Fdx, 



wenn ft die specifische Masse des Stabes und s diejenige Durchbiegung 
eines beliebigen Punktes der elastisch'en Linie bedeutet , welche im Gleich- 
gewichtsznslande der Durchbiegung d ihres in der Stosslinie liegenden 
Punktes entspricht. 

Insbesondere tiir einen prismatischen Stab vom Querschnitte ^, 
von der Länge l und Masse ]i£= fx Fl ergiebt sich, 

1) wenn er am einen Ende befestigt ist und am 
anderen, freien Ende gestOBsen wird, wegen 
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P ««(Sl — a:) , , PI' 
= und d ^ -^ 



nach Nr. 50, also 



~EJ 6 ~ EJ 

t _ x'{U — x) 
d — 2!' 



)«,=|py"a:«(9i"— 6ia: + »')iJ,i; = j?|-3f=0,236 Jf C6S9); 

3) wenn er beidereeits gestützt ist und in den Ent- 
fernungen üi b von den Enden gestossen wird, nach 
Nr. 60 mit 

P ro6(a + 2!>) 6 ,T . . P o'J' 

'=Ejl eT '-nn »■"' ''=u^r 

= _4(35 + U^!if + 2^!i^) . (690), 
3.35 \ ' abl ' a'b^l / 

z. B. tär (l=6=i; «1, = H Af= 0,486 Jlf .... (691)i 

3) wenn er beiderseits unter den Richtungswinl^eln 
= Null eingeklemmt ist und in den Abständen a, i von 
den Enden gestossen wird, nach Nr. 55 mit 

«., = ,1^1 ji-,y[9o'(o4-6)'a:'— 6<.(a + 4)(3» + 6)a:' 

+ (3o + S)'«'](il 

+ (35+»)>j,']Äj,l 

z. B. fü, ^,= J = i-: ».,=HjK-= 0,3.71 J!f .... (693). 
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253- — Weim es eich darum handelt, einen geraden stab- 

oder bandförmigen Körper (Länge ^=i) &uf einen Cylind er 

l aufzuwickeln, 80 kann die dazu erforderliche Biegungsarbeit nach (662): 



= 2¥/''''"' = f/'''"' 



gesetzt werden, und dabei, unter r den (bis zur Mittellinie des auf- 
gewickelten Körpers gerechneten) Radius des Cylindera verstanden, 

e = X, dV=ldF, 

r 

da in allen Punkten eines elementaren Bandstreifena , dessen Querschnitt 

ein der Biegnngsase im Abstände tj paralleler Flächenetreifen dF des 

coustanten Querschnittes F ist, dieselbe Dehnung e stattfindet. Damit wird: 

^--^ß-^^^ ■ ■ ■ ■ t«««- 

Wenn z. B. ein die Zugkraft P ausübendes Seil auf eine 
Trommel gewunden wird, so ist die der aufgewundenen Seillänge l 
entaprechende Arbeit dieser Kraft = PI , also der verhältnisamässige Ar- 
beitsrerlust durch den Biegungswiderstand (die sogenannte Steifigkeit 
des Seiles): 

A_ EJ 
Fl 2Pr^ ' 
Derselbe giebt sich durch eine gewisse Absperrung =a des SeÜes an der 
Au fwickelungsB teile zu erkennen, wofür man hat : 

«±A=I±.,„=-. ...ce... 

Wird das Seil über eine Leitrolle geführt , so wird (voUkonmieiie 
Elagticität vorausgesetzt) die bei der Aufvrickelung aufgewendete Biegungs- 
arbeit bei der Abwickdung wieder ausgegeben , indem auch hier die Ab- 
sperrung a wieder eintritt. 

Wenn die Versuche lehren, dass der Steifigkeits widerstand von Seilen 
anderen Gesetzen folgt, die nur eine empirische Bestimmung zulassen, so 
liegt der Grund hauptsächlich in ihrer discontinuirlichen Beschaffenheit, 
die eine gegenseitige Verschiebung der einzelnen Fäden oder Drähte und 
in Folge dessen einen Reibungswid erstand bedingt , der anderen Gesetzen 
folgt wie der Biegungs widerstand eines stetigen Stabes , und welcher auch 
nicht nur bei der Biegung des geraden , sondern nicht minder bei der ' 
Geradestrecknng des gebogenen Seiles überwunden werden muss. 



C. Arbeit zur Verdrehung eines stabfSrmigen Körpers. 

251- — Wenn ein prismatischer stabformiger Körper (Länge = 2, 
Querschnitt = ^) um seine als a^-Axe angenommene Axo verdreht wird, 
so sind alle in Nr. 237 genannten Spannungen = Null ausser Zy und Vt, 
letztere aber gleich für gleich gelegene Funkte aller Querschnitte. Ist 
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also das Material des Stabea isotrop oder Trenigsteos der Art homogen, 

dass es gleich beschaffen ist nach allen Kichtungen, die mit der Stabaxe 

gleiche Winkel bilden, so ergiebt sich die Deformadonsarbeit nach (657) mit 

r,= eyj, T,= Gy^, Ty*^T^' = T*, dV=ldF: 



=>^^ = 2^/«^- 



(696). 



Dabei ist dF=dyäs, während Rir bestimmte Fälle t* als Function von 
y und Z nach früher entwickelt«n Formeln (Nr. 88 — 93) ausgedrückt 
irerden kann. 

Auch kann man jene Gesetze der Drehungselasücität gerader stab- 
iormiger Körper noch unmittelbarer ververthen, indem man, unter 3/ das 
die Drehung bewirkende Kraftmoment und unter -& den specifischen 
Drehungswinkel (Nr. 87) verstanden, analog dem in Nr. 249 zur Be- 
stimmung der Biegnngsarbeit eingeschlagenen Verfahren setzt: 
9 

oder mit *=w^: Ä = ^^ fMdM = ~lo) .... (697). 

Mit Rücksicht auf die bekannte Beziehung zwischen M und der grössteu 
Schnbspannung t ^^ ntax r erhält man hieraus die Arbeit, die bei 
gegebener Anstrengung ein prismatischer Stab durch 
seine Verdrehung in sich aufzunehmen vermag, oder auch 
allgemeiner ein stabförmiger Körper , der in allen seinen gleichen Quer- 
schnitten durch ein gleich grosses Kraftmoment um seine (nicht noth- 
wendig gerade) Mittellinie verdreht wird. 

Ist der Querschnitt eine Ellipse mit den Halbaxen h und c (&<c), 
so ergiebt sich mit 
2 M 



'-~Wc 


nach (229) und w 


==—■ ,7"a n*^'^ (242) 




A = 


t^ 7t h ,,, , 


)' = Ä"^'^ • 


(698), 


insbesondere mit i 


^C für einen kre 


aförmigen Querschn 


itt: 






(699). 


Für einen re 


hleckleea Qu. 


rschnitt mit den Seiten 26 und 


2c Q)<c) folgt aus (697) mit 






9 M 
'~16i^ 


nach (236) und a 


=Ä^-»-<-^ 




A = 


Äl^('' + -) 


-Äl^- 




oder besser nach Nr. 98; 








A- '' * 
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mit M^l,2 bis L5 für -r- ::= 1 bis m . Mit dem Mittel wertbe »=1,35 


ergiebt sich: 

^-^'-^^ <-»'■ 

255. — Für ein isotropes Material ist mit 

t= "* , ifc (Nr. 86) und G = l.—^—Eit!r. 22): 
t' 2« Ä« 20 k' ^ 10 

also z, B. die Verdrehungsarbeit eines Stabes von kreisförmigem 
Quersclinitte nach (699): 

^=nw'' ('»^>' 

währendnacli Nr. 261 die Biegungsarbeit eines als Körper 70D gleichem 
Widerstände gestalteten Stabes von rechteckigem Querschnitte nur 

■^- a an '^ 

ist. Bei gleichem Volumen und gleicher Anstrengung 
kannalso.ein cylindrischer S t ab durch se ine Verdrehung 

eineT^ = 2,3 mal so grosseArbeit in sich aufnehmen, als 

ein Stab von rechteckigem Querschnitte im günstigsten 
Falle durch seine Biegung, und ist danach u. A. die principielle 
Vortheilhaftigkeit der Wendfachen Torsions - Wagenfedern") 
im Vergleich mit den ablieben Schicbtfedem (Nr. 78 und 251) zu 
ermessen. 

Noch grösser bei gegebenen Werthen von V und t resp. h ist die 
Verdrehungsarbeit eines hohlen cytindrischen Stabes. Für einen 
solchen (äusserer Radius := r^ innerer ^=rj) ist nämlich nach (699): 



oder nach (701) mit m = 



¥jG"''''-Y-2ä-""'''=2G—ä^ 



l' „ 1 \r / „ (• r' + n' 

trr'l. Trv.'l. ^^ !■... .' . 

12. 

3 ■ 

10 r'-f-n* ifc' 



^=n^T^2-E'' .... (703). 

Mit wachsendem Verhältnisse — nähert sie sich der Grrenze: 
r 



*) ZeitBchiiil des Vereine deutscher Ingenieure, 1875, Seite 156. 
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und wird somit selbst grösser, als die DeliDungsarbeit (663) eines aus 
demselben Material bestehenden prismatischen Stabes bei gleichen Werthen 
von V und h. 

256. — In Nr. 245 hatte sich ergeben, dass das zur Längen- 
änderuDg eines stabfönnigeu Körpers bis zu einer gewissen Anstrengung 
desselben verwendbare Arbeitsvermögen unter übrigens gegebenen Um- 
ständen um so kleiner ist, je mehr die Querschnitte des Körpers verschieden 
sind, indem es dann sogar kleiner ist , als wenn der Querschnitt constant 
seiner kleinsten Grösse gleich wäre. Aehnlich und zwar in noch höherem 
Grade verhält es sich in Betreff der Verdrehungsarbeit, so dase es rathsam 
ist, bei Wellen, die S tos s Wirkungen ausgesetzt sind, alle Querschnitts- 
änderungen (Wellenhälse mit verkleinertem Durohmesser zur Lagerung u. s. w.) 
möglichst zu vermeiden , um sie zur Aufnahme eines möglichst grossen 
Arbeitsvermögens ohne tibermässige Anstrengung geeignet zu machen. 

Ist l die Länge einer solchen Welle, so ist ihre der grössten Scliub- 
spanuuQg t entsprechende Verdrehungsarbeit nach (699) bei constantem 
Durchmesser 2r: 

und bei constantem Durchmeaaer 2r, = a . 2r : 

Wäre aber die Welle bei übrigens dem Durchmesser 2r nur auf einer 
gewissen Länge l^ bis zum kleineren Durchmesser 2r| ^^ a,2r ab- 
gedreht, so ständen (bei gleicher Grösse des Drehangsmomentes M iu 
allen Querschnitten) die Schubspannungen r und v^ in den Entfernungen 
r und r, von der Axe nach Gleichung (230) in Nr. 90 in der Be- 
ziehung : 

so dass T, die = ( zu setzende Maximalspannung und r ^ a^t, folglich 
das zur Verdrehung verwendbare Arbeitsvermögen : 

wäre, woför, wenn ?, viel < l ist, gesetzt werden kann : 

Ä^=a'>Ä = a*Ai (704). 

Während also durch stellenweise Verdünnung einer Transmissions- 
welle im Verhältnisse a das bei gegebener Anstrengtmg durch sie Ober- 
tragbare Krafnnoment M im Verhältnisse a* kleiner wird, fällt das zu 
ihrer Verdrehung verwendbare Arbeitsvermögen gar im Verhältnisse a* 
kleiner aus, z. B. nur halb so gross fUr a = 0,89. 
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D. Deformationsarbeit plattenförmiger Körper. 

257- ^ Als Beispiel werde hier dn Hohlcylinder betrachtet, 
der durch einen ander inneren und äoaBerenCylinderfläche 
gleichrarmigTertheilten Normaldruck belastet und derormirt 
wird, während er an den Enden offen und frei, somit eein Ver- 
hallen in allen Querschnitten gleich ist ; l sei die Länge , r^ der innere, 
r^ der äussere Kadius, p^ der innere, p^ der äussere Druck auf die Ein- 
lieit der Oberfläche. Wenn dann die RicLtungen der x , y , Z so an- 
genommen werijen wie in Nr. 198, so sind die Spannungscomponenten 
Ol, ti, Xy, Ti in jedem Punkte = Null, und sind in der Entfernung is 
von der Axe des Hohlcylinders die Nonnalspannungen Oy und a-i be- 
ziehungsweise im Sinne dw Umfanges und des Radius : 

aj = a-\ — ^, at = a ^ nach (535) 



. Piri' — pin' 



■ nach (537). 



Nach (659) und mit dV^l.2}tgd3 ist also die Deformationsarbeit : 

^=s/('''"+''-"-|'''''-)'"' 

E J \ m ' m z*/ 

E V- m 2 '' m 2 \ri^ ra^/J 



oder mit V^7t(r^ — n^)i: 

V(m—1 , , mA-l h^ 



_ V ( m—1 
' E\ m *- 



. .,, . (706). 



Insbesondere bei innerem Ueberdruck, während aussen der 
Atmosphärendruck herrscht, ist mit p^ = and p^=p (Nr. 199): 



- und b=^ari^, 



,rfm~l , m + 






E r-i^ — n^ «t(r2^ — n') 

Die grösste Dehnung findet an der Innenfläche im Sinne des Umfanges 
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etatt, und nei 
nach (641): 



= h^ 



«(n^ — ri') 



Durcli die Substitution dieses Ausdruckes von p in (706) ergiebt sich die 
Arbeit, die der Hohlcylinderbis zurMaximnlanstrengung 



ufzunehmen 



"^(m — l)V + (*»+l)ra^ 



T . . (707). 



Bei kleiner Wandstärke A^=?g — »*i kaun auch mit Vemachläasigung 
gegen 1 gesetzt werden : 



■(-)' 



(^y=('+a'='+^^ 



258. — Wenn das in einer Eöhro mit der Geschwin- 
digkeit c fliessende Wass er - plötzli ch in seiner Be- 
wegung gehemmt wird, eo sucht es nach allen Seiten in radialer 
Richtung auszuweichen und übt auf die Röhre einen Stoss aus. Der Ver- 
lust an lebendiger Kraft in der ersten Periode dieses Stosses , d. h. bis 
ZV. dem Augenblicke, in welchem die radiale G-esch windigkeit der inneren 
Böhrenfläche der entsprechend verkleinerl«n Wassergeschwindigkeit gleich 
geworden ist, verbleibt dem Wasser als eine äquivalente Wärmemenge, und 
das als lebendige Kraft übrig gebliebene Arbeitsvermögen : 

unter Q das (rewiclit der Wassersäule, 

Q.^ das Gewicht der Röhre von gleicher Lange l , 
^Qj das auf die Innenfläche reducirte Gewicht Qj^ 
versfanden, wird wegen der geringen Zusammendrückbarkeit des Wassers 
fast ausschliesslich auf die Deformation der Röhre verwendet. Wenn von 
letzterer wie in voriger Nummer angenommen wird , dass die ihr ent- 
sprechende Zusammen Ziehung nach der Länge und Erweiterung in allen 
Querschnitten ohne wesentliches äusseres Hindemiss geschehen könne, und 
wenn C und Ü^ die radialen Verriickungen der materiellen Punkte in den 
Abständen e und r^ von der Axe sind , endlich q^ das speciflsche 6e- 
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wicht (Gewicht der Volnmeneinlieit) der Röhre ist, so ergiebt sich der 
RedDCÜonacoefScient ^ ans der Gleichung : 



. ^Qi = lgil.2n:ede(Y-j 



mit Q^^q^^ht(ri^ — Ti*) und mit Rücksicht darauf, das» nach (531) 
nnd (536) in Nr. 198: 

b . ( 



Ci 6 , e m—1 , , t»-]-l B 
2 ' r, )» ' »» rj 

oder, wenn nach Nr. 199: ^^0, also B = Är-^ gesetzt wird, 



& (m-l)r.+(„+l)^ 
ist. So findet man : 



?=- 



[(»(-l)n^ + (»«+l)r8^« 
welcher Ausdruck sich durch Reiheneutwickelung vereinfacht zu 

g = l_-LA (709), 

wenn — = — — ein kleiner Bruch ist, dessen zweite Potenz gegen 1 

Temachlässigt wird. 

Ist nnn q das apecifische Gewicht des Wassers und — = <J die 
Dichtigkeit der Röhrenwand, so ist auch : 

tTri'l-\-QÖ7t{ri'-~r,^)l 2g n' + e'J(»'g* — n^) 2g 
und die Gleichung W=^A liefert mit dem Ausdrucke (707) voo Ä: 

ft» i_ ____^____ 

E m rn^ — V ri'-\-^^(ri' — r/) 
Sofern den Grössen Je nnd E das Centimeter als Längeneinheit zu Grunde 
liegt, bedeutet hier ^ = 0,001 Egr. das Gewicht von einem Cubikcenti- 

met^r Wasser imd ^— die Geschwindigkeilshölie in Centimetern. Wird 

2g 

aber letztere in Metern, also mit ^ = 9,81 auch c in Metern pro Sectmde 
ausgedrückt, so ist zu setzen : 
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Uebrigens ist es nicht blos das Arbeits vermögen W, wodurch die 
resuttirende Anstrengung der Röhre verursacht wird; denn indem der 
hydraulisclie Druck bei der Hemmung der Bew^ung plötzlich in den 
grösseren hydrostatischen Druck übergeht , wird dadurch allein schon ein 
Werth von k bedingt, der nach Nr. 243 doppelt so gross ist wie der- 
jenige , welcher der ruhigen Belastung durch den Uebcrschuss des hydro- 
statischen über den hydraulischen Druck entspreclien würde , und welcher 
sich sonach zu denjenigen summirt, der in Folge des hydraulisclien Druckes 
bei der Strömungsgeschwindigkeit c des Wassers in der Bohre schon vor- 
handen war, sowie zu demjenigen, der ausserdem durch das Arbeitsver- 



mögen W verursacht wird. 

259. — Es seien z. B. bei einer gusseisernen Wasser- 
leitungsröhre: 

fie Radien rj=^10™, rj=ll'™, also die Wandstärke h^l"", 
80 ist für einen hydrostatischen Ueberdruck von p=ii Kgr. pro Quadratr 
centimeter (nahe 4 Atmosphären) nach (541) mit t» ^ — - die An- 
strengung nar: 



= 43 Kgr. pro Quadratoentim., 



und wenn auch jener liydrostatische Druck ganz plötzlich in der Bohre 
einträte, so wörde doch die entsprechend grössere, jedenfalls ab«: höchstens 
doppelt so grosse Anstrengung noch immer so gering sein , dass sie ohne 
Gefahr durch plötzliche Hemmung der Wasserbewegung einer erheblichen 
Zunahme fähig wäre. Sollte dadurch eine zusatzliche Anstrengung von 
höchstens ^:^500 Kgr. pro Quadratcentim. verursacht werden, so würde 

mit m = — , also 

e= 1—0,3.0,1=0,97 nach (709), 

femer mit £=1000 000, also -= = 0,25 

E 

und mit d=7,2 aus Gleichung (710) folgen: 

c<3,34 Mtr. pro Secunde. 

Dabei ist die Deformationsarbeit nach Gleichung (707): 

Ä = 0,26 .- • ■ 7?/ rrv-s ^ K — »"i') ^ = 7'2Ö6 1 

(m — i)ri'-{-{m-j-l)rr ^ ' 

und der speuifisuhe Dmck im Znstande grösster Deformatioa nach Glei- 
chung (541) : 

p = 600 ; ,T B 7"/' I .-. 9 = *6'2 Kgr. pro Quadratcentim. 

(,«( ~ 1) ri" -f- (m -f- 1) r» 

Sollte das Wasser mit einer Geschwindigkeit c>3,34 Mtr. in der 
Röhre fliessen, und doch bei plötzlicher Hemmung dieser Bewegung nur 
das der zusätzlichen Anstrengung li = 500 entsprechende Arbeitsvermögen 
j4=7,256Z znr Deformation der Röhre verbraucht werden, so müsste der 

Ormhor, Elaiumült und FesIlEkcll. 26 .-, 
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Rest A^j^ W — Ä des jetzt im Yerhältnisse ( 1 grosseren Arbeits- 

vermögens W eine anderweitige Defonnationaarbeit verrichtenj insbesondere 
z. B. zur Compression der Luft in einem mit der Rohre zn verbindenden 
Windkessel verwendet werden. Das Luftvolumen dea letzteren^= V^, 
gemessen bei dem Drucke ^^ :=: 4 -|- 1 ^^= 6 Kgr. pro Quadratcentiro., 
miisste eine solche Grösse haben, dass seine Compression bis zum Drucke 
p T73 46,2 -j- 1 ^ 47,2 die Arbeit A^ erfordert. Nach einem bekannten 
Ausdrucke f(ir die Compressionsarbeit der Lufi miisste also 



--^[(^)"-0 



sein mit ^(, = 5, p= 47,2 und m= 1,41 , i 

^ = lI,2Fo. 
Z. B. für c=5 Mtr. pro See. wäre: 



\3,34/ 



W={~~) A=2MiA 



^ = 1,24U = 1,241. 7,256 i = 9,005 ;, 
und es müaste also das Luftvolumen des Windkessels (resp. der etwa an 
verschiedenen Stellen mit der Röhre verbundenen mehreren Windkessel), 
gemessen bei dem in der Röhre im Ruhezustande herrschenden hydro- 
statischen Drucke, pro 1 Meter Rölirenlänge (i= 100™') betragen: 

Fo = ' = 80,4 Cubikcentim.^ 
abgesehen von der Deformationsarbeit des Windkessels selbst. 

260. — Die Berechnung der Deformationsarbeit eines 
Dampfkessels ist von Interesse zur Beurtheilung seiner Anstrengnng 
in Folge eines Arbeitsvermögens , das durch plötzliche , von irgend einer 
Ursache (Siedeverzog des Wassers, Benetzungs Verzug des Blechs etc.) her- 
rührende Dampfent Wickelung im Inneren des Kessels zu seiner Deformation 
disponibel werden kann. Freilich wäre solche Berechnung ein Problem 
von erheblicher Schwierigkeit , wenn dabei die thatsächliche Deformations- 
art der Kesselwand genau berücksichtigt werden sollte, selbst für den ein- 
fachsten Fall eines cylindrischen Kessels ohne Feuerrohr, 
wie er in Nr. 203 — 209 hinsichtlich seiner Deformation und Anstrengung 
untersucht wurde und auch hier vorausgesetzt werden soll mit den Be- 
zeichnungen: Länge = l, Durchmesser ^= d, Blechdicfee= h. Bei der 
problematischen Natur jener angedeuteten Ursachen plötzlicher Deformation 
und event. Sprengung eines Dampfkessels handelt es sich indessen hier 
nur um eine ungefähre Schätzung der Deformationsarbeit, um so mehr, 
als auch thatsächlich die Art einer plötzlich durch örtlichen Stoss oder 
wenigstens örtliche Dmcksteigerung verursachten Deformation erheblich von 
der im Gleichgew ichtszustande einer gleichförmigen Belastung entsprechenden 
verschieden sein mag. 

Wenn sonach hier die einfache Annahme zu Gmnde gelegt wird, 
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Aaes der Keaset (aein cylindriscber TheQ bei Abstractioo von den BödeD) 
im Sinne der Länge gieicbrömug auegedehnt und in allen Querschnitten 
gleichmässig erweitert wird, und wenn 

üs die constante Spannung nach der Längenrichtung, 
Oy die conetante Spannung nach der Umfangsrichtung 
bedeutet, ao ist bei Abstractiou von der radialen Spannung a^, die bei 
der verhältnifismässig kleinen Wanddicke hier von nur nebensaclüicher Be- 
deutung igt, nach Gleichung (659) die Deformationsarbeit : 

oder, wenn p den dem Zustande grösster Deformation entsprechenden 
Ueberdruck pro Flächeneinheit bedeutet, wegen 

ff,.^a«=^« — j— , also a^^~^p 
^ 4 4ft 

ffy,2Äi=j)di, also ffy=^j);=2(ri: • 

- dem Inhalte des Kessels : 
^ = 0,475J-|-^ (7U). 

Ist n die dem Ueberdmcke p entspiechende Atmosphärenzahl, also 
2>^ 10333 n bei Voraussetzung des Meters als Längeneinheit und des 
Kilogramms als Krafteinheit, so folgt auch mit E= 1750000. 10*: 
0,475 .(10333)' d " 

1750000.10* Ä ' 
oder endlich, wenn n^ den normalen Dampfiiberdruck in Atmosphären be- 
deutet, fiir den der Keasel bestimmt igt, mit 

-T- = 0,0012»o + 0,002 nach Gleichung (570): 

h 

Die jener Gleichung (570) für - 

Kesselbleches ist nach der Entwickelung in Nr. 209 bei n^ Atmosphären 
Ueberdruck 

„,ft_1^2«o_ 780 w 

='^''t;2K+2~- 

also bei w Atmosphären Ueberdruck = -r-^ — ~i~ö" ' 

Nimmt man an, dass bei einer Anstrengung = 4. 780 = 3120 Kgr. 
pro Quadratcentim. die Sprengung des KesBels an irgend einer schwachen 
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Stelle (längs einer Nietreiliß) erfolgen wird, so Ut also der entsprechende 
Ueberdruck : 

n^i (1,2 «(, -|- 2) Atmosphären 
und somit nach Gleichung (713) die Deformationsarbeit im Äugenblicke 
der Explosion : 

Xj=46,4(l,2«„-|-2)J. 

Da sie im normalen Znstande schon j4„ = '- — , ^ J war, so bedarf 

l,2»o + 2 
es also zur Sprengung des Kessels noch einer zusätzlichen Arbeit: 

Meterkilogramm, wenn J in Cnbikmetern ausgedrückt ist. 

Z. B. für Jto= 2 4 8 ^tm. 

findet man ^, — J^ = 202 J 309 J 522 J. 

261. — Unter der Explosion eines DampfkesBels wird 
eine solche plötzlich eintretende Zerstörung desselben verstanden, wobei er 
nicht nur platzt, Bondem in Stücke zerrissen und diesen eine so grosse 
lebendige Kraft erlheilt wird , dasa sie entweder auf grosse Entfernungen 
fortgeschleudert werden oder bei dem Vorhandensein eines Hindemisses 
auf letzteres eise entsprechend grosse zerstörende Wirkung ausüben. Die 
nntnittelbare Ursache einer solchen Explosion, nämlich der sie charak- 
terisirenden beträchtlichen äusseren Arbeit ist nur in einem äquivalenten 
inneren Arbeitsvermögen zu suchen, das sich in äusseres umsetzt, ins- 
besondere also in der Wanne des Kesaelw assers, die eine massenhafte Ver- 
dampfung desselben zur Folge hat, wenn durch einen weiten Riss im 
oberen Kesseltheile eine schnelle Ausströmung und Druckabnalime des 
Dampfes bewirkt wird. 

Als mittelbare Esplosionsursacbe , d. h. als Ursache der Ent- 
stehung eines solchen Risses, ist, abgesehen von schadhaften Zuständen 
des Kessels, von Constructionsfehlern , vom Glühendwerden des Bleches 
wegen seiner Bedeckung mit Kesselstein und wegen Wassermangel etc. 
vor Allem ein Zustand angenommen worden, der bei grosser Ruhe, ins- 
besondere während einer Arbeitspause bei geschlossenem Dampfventil und 
unterbrochener oder wenigstens stark ermässigter Feuerung Im Kessel ein- 
treten kann , Insofern die In kleinerem Maassatabe angestellten Beobach- 
tungen Dufour's über diesen als Sied e Verzug bezeichneten Zustand, 
bestehend in einer relativen Ueberhitzung des Wassers (verglichen mit der 
dem Dampfdrucke entsprechenden Sättigungstemperatur) auf die Verhält^ 
nisae eines Dampfkessels übertragbar sind. Wenn nämlich ein unter den 
angeführten Umständen befindlicher Dampfkessel langsam erkaltet, und 
zwar im Dampfraume, wo die Keaselwand zum Theil mit der äusseren 
Luft in Berührung ist, schneUer, als im Waaserraume, wo durch die Ein- 
vrirkung des heissen Mauerwerkes und durch die groaae specifische Wärme 
des Wassers die Abkühlung verlangsamt wird , so nimmt in dem Maasse, 
wie der Dampf bei seiner Erkaltung theilweiae condensirt wird , sein 
Druck ab, so dass in Folge dessen unter gewöhnlichen Umständen dag 
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Sieden trotz mangelnder Wärmemittheilung zum Wasser stetig fortdauern 
würde. Wenn aber bei grosser Euhe des luftfreien Wassers und bei dem 
Fehlen von Spitzen und Kanten als Ansatzpunkten zur Begünstigung der 
Dampfentwiekelung ein Siedeverzug eintritt, welcher, wenn er durch eine 
Erschütterung, insbesondere z. B. beim Wiederanlassen der Maschine ge- 
stört wird , eine plötzliche Verdampfung in der ganzen Wassermasee zur 
Folge hat, so ist es denkbar, dass die damit verbundene stossweise In- 
anspruchnahme des Kessels ein merkliches Erzittern (das sogenannte Tanzen) 
oder gar einen Riss desselben verursacht. In der That ist es beobachtet 
worden, dass während eines solchen Erkaltung sprocesses eines Damptltessels 
niehrmals das Manometer nach langsamem Sinken plötzlich wieder stieg 
(vermuthlioh in Folge vorübergehender Siedeverzüge geringeren Betrages), 
sowie auch Kesselexplosionen besonders häufig dann erfolgt sind , wenn 
nach längerem StillslÄnde das Absperrventil schnell geöffnet wurde ; letz- 
teres mochte dann nicht nur die plötzliche Aulhebung eines schon ein- 
getretenen Siedeverzuges , sondern auch vorher eine Sieigerung desselben 
bewirkt haben in Folge der schnellen Dampfausströmung, die in solchem 
F^le durch den Umstand erhöht wird, dass auch in dem ganzen zur Ma- 
schine führenden Rohre der Dampf durch Abkühlung grossentheils con- 
densirt worden war. 

Ob einSiedeverzugvon wenigGraden dieSprengung 
des Kessels in der That verursachen könne, mag durch 
Vergleiclnmg des ihm entsprechend zur Deformation des Kessels ver- 
wendbar werdenden Arbeitsvermögens mit der in voriger Nummer berech- 
neten Sprengungsarbeit (71^) geprüft, zuerst aber der Vorgang selbst in 
nähere Betrachtung gezogen werden. Angenommen es sei ^q die Tempe- 
ratur des Wassers, p^ der entsprechende Druck gesättigten Dampfes, der 
Druck im Dampfraume über dem Wasser aber sei hm p^<^p^ gesunken. 
Bei Störung dieses instabilen Zustandes erfolgt dann eine plötzliche massen- 
hafte Verdampfung, und da wegen der Coliäsion und Trägheit des Wassers 
diese grosse Dampfmenge nicht schnell genug durch das übrige Wasser 
aufsteigen kann, wird dasselbe empor gehoben und auch nach den anderen 
Seiten fortgedrängt, insoweit es die Nachgiebigkeit der Kesselwände zulässt. 
Der sich entwickelnde Dampf hat zunächst die der Temperatur t^ ent- 
sprechende Pressung p^ ; indem aber im Verlaufe der Verdampfung die 
Temperatur des Wassers und entsprechend auch die Pressung des aus ihm 
sich entwickelnden Dampfes abnimmt, die des oberen Dampfes dagegen im 
Verlaufe der Wassererhebung durch Compresaion wächst, so tritt ein 
Augenblick ein, in welchem beide Fressnngen ^eich gross geworden sind, 
otwa=j?. Bis zu diesem Augenblicke wurde die nach oben, nach unten 
und seitwärts forlgetriebene Wassermasse beschleunigt durch einen Ueber- 
druck, der pro Flächeneinheit von p^ — p^ bis Null abnahm, und man 
findet das Arbeitsvermögen , das bis zu diesem Augenblicke als lebendige 
Kraft = 1/ dem Wasser mitgetheilt wurde, durch Multiplication des Mittel- 
werthes jenes veränderlichen üeberdruckes mit dem Volumen des im 
Wasser gebildeten = der Volumen Verminderung des darüber befindlichen 
Dampfes. 

Wäre letzterer, dessen Anfangavolnmen = aj sei, unter J wie in 
voriger Nummer den Kesselinhalt verstanden, durch eine Scheidewand vom 
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Wa§8er getrennt, 80 würde er bei aeiner plätzliclien Compression überhitzt 
werden, und wenn auch wegen ebenso plötzlicher Verdampfung der obereten 
Wasaerschicht und ungehmdert«r Verbreitung dieses Dampfes im oberen 
Kesselräume jene Ueberhitzung vermindert oder ganz verhindert werden 
mag , so wird doch die fragliche Volumen Verminderung kanm dadurch be- 
eintluaet, so dass sie*) 



=4' -(in 



gesetzt werden kann. Wenn also zum Zwecke der boabsichtigtea Näherungs- 
rechnung der mittlere Unterschied des Dampfdruckes im Inneren des 
Wassers und über demselben einfach ^ dem arithmetischen Mittel des 

Anfangs- und Endwerthes dieser Druckdifferenz, d. h. = ■ - ■ ~ — ~ gesetzt 

wird, so folgt 

.=„.[, -(^f]a=-a. 

Eine genauere Berechnung von X ist schon deshalb ohne Kutzen, weit die 
Voraussetzung, es habe bis zum Augenblicke des im ganzen Kessel glei- 
chen Zustandes (ja, t) noch gar keine Dampfbtase die darüber stehende 
Wasserschicht durchbrochen, nur einem idealen Verlaufe des in Bede 
st«hendeD Vorganges entspricht. 

Was endlich die Pressung p betriSl, so ist sie streng genommen durch 
die Bedingung bestimmt, dass die im Kessel enthaltene Wärmemenge um 
einen Betrag ^ dem Wärmeäquivalent von L im Endzusiande (p, t) 
kleiner, als im Anfangszustande sein muss ; indem aber dieser Wärmewerth 
von L stets ein nur sehr kleiner TheÜ der im Kesselwasser enthaltenen 
Wärme ist, lässt sich erwarten und wird es durch eine Proberechnung **) 
des Verfassers bestätigt, dass p hinlänglich wenig <.p^ ist, um ohne in 
Betracht kommenden Fehler p=Pit setzen zu können. Dadurch wird 
schliesslich : 



-=«4'-(£n^^ 



oder mit j}q= 10333 ti% und j)^ =10333 m^, wo m einen in Atmo- 
sphären ausgedrückten totalen Dampfdruck bedeutet , also m^n-\-\ ist, 
unter « wie in voriger Nummer den Ueberdruck in Atmosphären ver- 



, 10333 r /mAn^ x r 

Sofern »»0 — % ^ Jm ziemlich klein im Vergleich mit m^ ist, kann auch 



*) Grashof, theoretische Maschinenlehre, £d.I, § 41, GL (15). 
•• Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure, 1867, S. 768. 
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~ L i ma 32\m(,/J 

_ 3 Jm / . 1 Jm \ 

4 »Mo V 8 m« / 
gesetzt werden, also : 

I,= 3875ff^(l + i-i^)«J . . (716). 

Von dieser lebendigen Kraft geht als solche durch den fast un- 
elastischen StoBs des Wassers gegen die Kesaelwand ein Theil verloren 
(durch Umsetzung in inneres Arbeitsvermögen), und kann das dann übrig 
bleibende äussere Arbeitsvermögen nach (661): 
Ttr 



gesetzt werden, wenn M die Masse des stoesenden WassecB und 3f, die 
des gestossenen Kessels bedeutet. Da das /Volumen des Wassers = 
(1 — a)<r und die Dichte des Eisenblechs nahe = 7,75 ist, so wäre 
M^__ 7,7&ftdhl _ 31 A 
(1 _«)__! 

bei Abstraction von den Kesselböden und der Mass envermeh rang an den 

Nietstellen , mit Rücksicht _ auf welche Umstände indessen und weil auch 
die Stosswirkung sich bis zu gewissem Grade in die Stützen des Kessels 
hinein erstreckt, 

■3ft_ 40 h_ 

M^l — a d 



Dadurch wird W= 



M~ 
M 


0,048 B. 
1- 


+ 0,08 
(1-«)I 


M + M, 


1,08 + 0,048% — o 
(l-o.)i 



" 1,032 -f 0,048 »«0- 
Insbeaondere fiir a=0,4 ist nach (715) und (716): 

i^i^eo^^Ci + i-^V 



(716). 



W=- 



0,6 i 



0,632 + 0,048 iKj 0,632 + 0,048 m^ 
Dieses Arbeitsvermögen W wird nun zwar nicht ganz zur Defor- 
mation des Kessels verwendet werden, sondern ein namhafter Theil davon 



fo »»0 \ 8 m„ / ' 

!ur Defor- 
leil davon 
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